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Tody dem Allerhichiten Grlajje vom 26. November 1900 ift im Untervidhte das: ,,non
multa sed multum® ju beachten. Viele Gingelbeiten find zu einem einbeitlihen Gangen im Be-
wufitiein der Sdiiler zu verfnitpfen und ald ein integrievender Teil der Gejamtbildung dauernd
su befeftigen.

Sft nun aud), was die mathematijhe Disziplin anlangt, jeder Lehrint, jede Formel jchon
als eine Bereintgung unzihliger Spezialfille (multa) in ein fury gefafted und einzuprigendes
Allgemeingiiltiges (multum) anzujeben, jo wird e5 dod), um dem eigentlidhen Sinne obiger Devife
gerecht u werden, gevade davauf anfommen, dieje Lehridge und Fovmeln ju abgerundeten Gebieten

B und Gruppen jujammenzufafjen und felbft hiefiiv wieder gemeinjame, dominievende Gefichtspuntte
' aufzufinden.

Man fonnte mun, wie etiva fiiv die unteve Stufe (IV bis 1) das Sidy-gleichbleibende, die

®leichheit, insbejondere die Gleidhung einen paffenden Mittelpuntt verjdjiedenartigjter Betradtungen

E bildet, fitr die obeve Stufe (II bis I) bas Sid)-indernde, die Ungleidhheity = ; < =+ }im Sinne

i von Ndherung, Grenze, Fluzion . . ., Gejdpwindigteit, Mayimum und Minimum . . . ., Wabr-

' jcheinlicheit . . . . . al8 den beherrjchenden Grundgedanten hinjtellen, dod) wiirde die Durdyfithrung
diejer Unterfdjeidung leicht zu weit greifen. Auch evzielt man ein bequemeres Verftinbdnis, wenn
man die Ungleidyungen dev Fovm nady durd) Gleichungen erfetst, bei tiefever Auffaffung wird man
die Ungleidjung allerdings faum entbehren ghnnen.

Wir bejchranten und im Folgenden davauf, die im Wefentlichen von Lagrange entwidelte
 Gejdwindigkeitslehre als einen bei etmad vereinfacdjtem Gange geeigneten und leidhten Lehr-
gegenjtand, gleidhfam al3 ein multum zu begeichnen, dag fidh der Sehitler in wenig Wodjen aneignen
fann und von weldem aus eine Menge jonft gerftvent liegender mathematijdher und phyjitalijdyer
Gebicte (multa) ihm leicht zuginglid) gemad)t werden tonnen.

&5 migen nod) einige Bemerfungen vovangejdict werden. ‘

Wir wollen ung fiiv gewdhnlid nicht der Jeidjen (= ; < ; ==) bedienen, jondern, um
denjelben Jed 3u evveichen, ded Gleidhheitszeichens, der Puntte (.. .) und des Pluszeidhens ohne
jugefiigte nadyfolgende Grdfe, wie aus folgenden Beijpielen erbellt: p2]=1,414... (ftatt:
|2 =1,414) 4=15}. (jtatt: 4 < 5), indem ja Ddie hingugedadte Grofe aud) negativ jein
fann, Hier 3. B. (— 1) ift.

Multiplizieven wir die lepte Gleihung mit: — 3, fo ift jegt in: — 12 = —15-+.
eili) das Bujaglied ein anbdered wie vorhin, ndmlid) 3, aud) wiivde in — 3 Y27 = —4242. ..
Bedeutung der Punfte eine anbeve wie vorbin jein, iiberdies wire die lepte Stelle unfidyer
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Wir diivfen hienad) 3. B.

(@+by2=cst .

(a4 b)2=a?-4 bt} .

(a4b)=a2—b2|. i

(@a+Db)2=a2a>42ab 4 . fegen und haben damn Ddieje- punvolljtandigen”
Gleidjungen nid)t jowohl als Bejtimmungsgleihungen, jondern alg jwar ridjtige, jedod) nid)t gleid)
gut anwendbare Jdentititen anzujehen, indem bdas mit - angedeutete Sujasglied {dhon als
audgevedjnet zu denfen ift. Bei der dritten Gleidhung ift es 3. B.: (2b2 4 2ab) { als ein Glied),
bei ber erften wiirde e8 auf den Wert von c* anfommen, ob er von a (wnd b) abbingig gedadt

3
ift oder nidht. Wive c = Y@+ b)?, jo wive das Bujatglied: NRull. Soll eine Recdhynung bis

1 :
gur 5. Degimale vidhtig fein und ift in der legten Gleiung b = 3177 10 wird diejelbe anwendbar

und bietet bei der Ausvednung eine Crleichterung vor der gewihnliden Formel dar.

Man wird in manden Fillen nicht leicht bejtimmen Eonnen, ob das Bujagglicd in der
Anwendung  vernadyldffiigt werden fann obder nidht. Dies beeintridytigt iﬁmtnt der mit
einem . verfehenen Fovmel nicht, jondern zieht nur ihre Anwendbarfeit in dem fraglidhen Jalle
in Biweifel. €3 wive ein BVerftof gegen die Strenge, wollte man den Sehiiler obne weiteres cine
ftete Amwendbarteit annehmen (afjen; das --. aber, ofne die Fovmel fiir das Gedaditnis {dwieriger
3w madjen, evinnevt ihn davan, daf im gegebenen Falle Vorjidht zu gebrauden iit.

Cine numerijde Nachredynung, ob eine Anndherung genau genug ift, wivd zwweilen nidt
nur geboten, jondern aud) an fidh niiglich jein. T

Der Begriff der Niherung ift von dem der Genauigteit 3u unterjdjeiden.

Je nadpdent von dem Sujaggliede, weldes jeinem Begriffe nad) nidt fiiv jid) allein die
dormel bilden darf, eviviefen werden fanu, daf es a) unter einer gegebenen oder b) unter einer
beliebig hHohen Dezimale bleibt, ijt die Formel a) nur als Anniberung, b) als geniigend genaues,
oder wie wir Eivger jagen wollen, als exatftes Gndergebnis anzujeben.

Sdyon bei frilherer Gelegenbeit fann der Begriff dev Sonvergens und Divergeny gejtreift
werden 3. B. bei Behandlung der Dezimalbriihe und bei dev geometrijdjen Heihe.

Alle Degimalbritche | und analog bdie geometrijdhe FReibe a+aq+aq2-. (in inf,
filv q < 1} find fonvergent, denn fjie find fleiner al 0,9999 .. .., was die Grenge 1 genau
exreicht.

1 1 1 1 1
Al Veifpiel Fur Divergeny wihle man etwa R —: T+ E,"l‘ ?‘f- I‘I‘ 5 e

(in inf.)., @8 fann gejeigt werden, dafy fiir R der Grundjag: ,Jede Groge ijt fidh jelbjt gleid)”
nidt giltig ift. Zeilen wiv die Glieder der Reihe nad) in Gruppen u je einem, jiei, drei . . ..

Briigen ab und fegen in jeder Gruppe die Briidhe gleid) dem Eleinften berfelben, jo ijt

il 1 1 1 1 il 4 5 6 = 2 4 6
R>—1-_1 — | - - —+ —+ = - .. und dies ijt, wenn - - —d ...
1+3+ 3+6+6+6+10+15+21+ e 2:+10+21+

fovtgelafjen svivd, iwieder >—;—|——'1) —i—l, +.... aljo ift R=> R, bdaber gehort R nidht zu den

beftimmten endlihen Grdgen, fitv die jener Grundjag als giltig angenommen wird und ijt jur
JFednung nid)t verwendbar.



- Da im Jolgenden durdyweg an jid) genugjam Pefanntes erdrtert wird, jchien ein
~ Citteraturnadyets iibrig.

G5 ift jomit nur der Gang und der aufs engjte yujanunengezogeue Wmfang des Gegebenen,
was den Lerfajjer zur BVerdffentlidhung diefer Darjtellung beredhtigen fann, wenn in der That der
Sraft des Sdhiilers an feiner Stelle zu viel jugemutet wird.

: Gine Gejdwindigteitslehre, weldye eine hinreidende, wenn aud) vielleiht nicht vigovoje
Strenge mit Ginfadheit verbinden mddyte, wiirde jih, bei der Leidhtigheit und Bieljeitigheit ihrer
Ynwendung ihren Plag in der Schule fihern. Diefe Qeidtigteit Hat ihr Qagrange durd) den
,CStridy gegeben. Die Wifjenjchaft verlangt wohl nidt mit Unvedht fitv tiefer gehende lnter:
judjungen eine vollfommenere Begeihnung; fiiv die Schule ditvfte man mit ber Qagrangejchen aus-
reidhen und man fann jogar den Budjjtaben t (aber aud) nur diefen) dabei unterdriiden, weil er
tempus bedeutet und die Gejdwindigkeit fidy sunddyit nur auf die Beit beziehen fonn.

‘ Bei der befannten Divergeny *) der Meinungen in diejer Matevie bitte id) um nadyjichtige
~ Beurteilung, zumal aud) der miv zugemefjene Haum eine eingehendere Grirterung mander nur
angedeuteten Folgerung verbietet.

G5 wiivde miv evfreulid) jein, wenn man jugeben finnte, daR bier von einer LBorweg-
nabme feine Rede jein fann, jondern daf nur eine in ridjtigen Grengen gebaltene Vorbereitung
~ und Anvegung 3u jpiatevem Studium geboten worden.

. # Da das Programm aud) fiiv den Schiiler beftimmt ijt, fo batte hier eine Crdrteruny
£ ibn Feinen Wert. An fid) eridjeint miv diefe oft jdon alé abgejdlofien geltende Frage einer
wijion beditvitig. Die haufig ihver Kiirze und Anjdjaulicheit wegen bevorzugte ,qrapbijhe
de* midjte ald Grundlage begrifili) nidt jdarf genug fein, um davauf bauen zu Ednnen;
et aber cine wertvolle Grgingung und ermiglidyt, ald jweiter Kurjus gedadht, ein jchnelleves

eiten, vgl. Unterridhtsblitter fix Math. u. Naturwv. Jabrg. VI Nr. 5. Sdulaufgaben aus
if von . Wernide, Braunjdyweig.




I) @cerchwindigheitslichre.

1) Obwohl die Bewegung eines Korpers den Rubezujtand desjelben dem Begriffe nad
ausjdliefit, jo jind doch aud) die Rrper, die wir ald ruhende, den bewegten gegeniiber, zu De-
aeidhnen pilegen, ebenfalld in Bewequng. 3 ift daher Ruhe und Bewegung im velativen Sinne
gu verjtehen, auch bleibt es iiberaus fraglich), ob im Weltall ein abjolut rubender, . ). an bdem-
felben taumpuntte ji) dauernd befindender Sivper itberhaupt vorhanden ijt.

2) Wm bdie (velative) FRube eines Storpers, den wiv uns als EHeine (punttuelle) Sugel P
denfen wollen, 3u fonjtatieven, ift im Algemeinen ecine viel linger fortgejeste und jorgfiltigere
Beobadhtung nitig, al8 um die Bewegung feftzujtellen und ihre Durdjdnittsgejdwindigteit
3 beftimmen.

Die Durd)jdynittsgejdywindigteit wird definiert durd) die Angabe, wie viele Wegeinheiten®)
in der Jeiteinheit®) duvdhlaufen werden. Man jdyreibt fie als VBrud). om Bibler fteht die 3ahl,
weldje die durdhlaufenen Lingeneinbeiten angiebt, im Itenner die Zahl der Beitjefunden. VBeide
Sablen Ednnen aud) felbit wieder Briide jein. Die Benennung ijt: Oejdindigteits - Cinheiten”.
Diufige prattije Anwendung! 3. B. aud) bei den (biivgerlichen) Bewegungsaufgaben.

3) Wie fih aus 2) ergiebt, find jur Beftimmnng der Durdyidhnittsgejdhmindigkeit durdjaus
gwei veridjiedene Beitmomente nitig, weldje durd) den 1lhr3eiger (Fig. 1) etiwa bei A/ und B/
angegeben werden und entjpredjend zwei Orte A und B, an denen fid) die Sugel P in jenen Seit-
momenten befand.  AuBerdem miifite man die Kurve fennen, auf der fidy dieje Sugel bewegt, um
die Bogenldnge in Lingeneinbeiten zu bevedynen.

Sm Grunde genommen findet hicbei nur die Vevgleidung Fweicr Gejdywindigeiten
jtatt, der eincn, die beftimmt wevden jollte und einex andern, die man jdjon bejjer fennt und ald
nabezu gleichidrmig annimmt und die gleid) dex Gefdpwindigkeiteinbeit: 1 ift, wenn die Whrzeiger-
fpige in 60 Setunden eine Peripherie von genau 60 cm Linge durdjliunit.

€5 fann hiev im lntervidyte eine fleine Tabelle angegeben und bejprochen werden, weldye
dic befannten Gejdywindigteiten etva vom Wadyjen eines Grashalms bis aur Lidhtgejdywindigteit
enthalt.

4) Cteht die Sugel P jtill, ‘jo {illt A mit B jujammen, bdie Wegldange wird aljo Null;
A’ und B finnen aber nidht jujammenjallen, veil zwei verjdjicdene Seitmomente begrifflich) nitig
find, der Nenner ift aljo nidht Null, mag er nun gro§ obder flein fein, mag die Sugel nun lange
vder turze Heit ftill jtehen.

*) Man wihlt: Centimeter (cm) (aud) wobl: m, km, uu) und mittleve Beitjefunde s,
deven vedht verwidelte Gréldvung auf gedadyter Stufe als befannt vorausdgejetst werden fann. 3
empfieblt jid), fie bei diefer Gelegenbeit ju vepetieven und jpéter nod 3u vertiefen. ©. Sd)luf.
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A’ B/ tann freilid) einen Wert wie 0,0 .., ...z ... haben, wo z eine Jiffer auper
tull und das Sterndjen , eine beliebig hohe Nullenanzahl bedeuten foll. Wiv haben aber nidht
bas Red)t, A/ B/ eraft = Null u jetsen, denn [vgl. Vorbemerfung bei b)] es ijt fein Zujapglied.
A3 Endergebnid ift 7,0..,..z.. geniigend genau = 7, wenn die Anzahl der Nullen beliebig
fod) gegriffen werden darf und gegriffen wird, aber 0,0.. ...z .. ijt ein Wert, der nod) von
Null verjhieden gedacht werden mufy, wenn er aud) nicht mehr mefbar und nadyweisbar ijt.

Die Gejdywindigteit einer vubenden Sugel, die ja jhon dem Begriffe nad) Null fein mup,
ift alfo aud) Hienad

tull.

== : —— = Jull.
Bon Null verfdjiedener Wert.

5) Handelt es fih nidht um die Durdjdnittsgejdpvindigteit, mit der jid) die Kugel von
A nad) B bewegt, dic jehr veridjieden von den eingelnen Gejdpwindigteiten jein fann, mit weldyen
Teilftreden von A B durd)laufen werden, fondern um eine diefer eingelnen Gejdymindigteiten, etwa
um die unmittelbar nad)y A, fo braud)t man nur B fo nabe an A anzunehmen, daf in diefem
Teil die Gejchwindigteit fid) nidyt merflih dndert. Man Hhat dann aber im Wejentlichen dod)
wieder eine Durchidnittsgejchmindigkeit und Ennte denjelben ProgeR wiederholen und B nod) niher
an A viiden, [was julest bei geeigneter LVergriferung iibrigens immer diefelbe Figur gibe].

G5 darf aber B nidht in A fallen, weil 2 verjdjiedene Seitmomente A/ und B’ gemdf der
Definition jein mifjen und bei vorausgefesster Weiterbewegung, dann aud) A von B verjdjieden
fein mug.

6) Man jpridyt trogdem vou der Gejdwindigteit an der Stelle A, weil unmittelbar
nad) A eine ploglicge Indevuug eintveten Einnte.  Deravtige Ausnahmefille miifen einem fpiteven,
eingefenderen Studium vorbehalten bleiben. Sehen wir davon ab, jo ldRt i der Hauptfats dev
ganzen Lehre folgendermafen fafjen.

€3 mige (Fig. 2) OA = f. Centimeter jein und in t,. Setunden durdylaufen werden,
aud) mdge man, wenn t gegeben ift, f beredhynen fonnen, ebenjo f;. = OB, wenn ftatt t, beim
Beredhnen der Wert: t, -+ 1.t, f,. = OC, wenn bder Wert: ty 4 2.t, etc ... genommen Wird.
AB =f,. — f,. jei durd) f (gelejen: bdeutjd) f) abgetiivgt und die Gejdwindigeit an der
Stelle A (aljo nad) f, durdhlaufenen Centimetern) jei: fy’ (gefprochen *) fo Strid) oder aud)- Ge-
jhwindigteit [a.d. St.] von f, ).

Nad) 5) ift nun bei nidt zu grofem, den Verhiltnifjen dev Aufgabe angepafiten Jeit-
intervalle t (das bei der Vewegung der Crde um die Sonne einen Tag, beim Sdjall etwa einen
fleinen Brudjteil einer Sefunde betvigt) der Wert | Ddividiert durd) t zwar nidjt exaft =1£,/,
wohl aber mufy §:t = fo./ - . vidtig jein und hievaus folgt, wenn mit t beiderjeits multipliziert
witd, = tf,/ 4 . oder aud) f,. — fo. = tfp! 4. und endlidh

I fye—=fp.k thgli—

Der Judex . fann in den meiften Fillen aud) nod) fortgelajjen werden, f,. = f -+ tf .

Man fann hier ohne weiteves zugejtehen, dajy eine joldpe unvolljtindige ®leidjung eigentlid)
gar nidtd bejagt. Das ijt in der That aud) zutreffend in jenen audgejchlofienen Fillen.

*) Die Qﬁgei&mung 1. ald Snbdexr und: / (Strid)), lateinijd) f und deutjd) { etc .. ift, wie
fidh hevausitellen wird, gany bequem, dod) mupy der Sdhiiler gleih) anfangd darauf adyten und feine
Berwed)slung Plap greifen (affen. (Vgl. 44. ).
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Defjenungeadytet ift der Saf I einer der widytigiten und niiglichften in der Mathematit
und Phyjit. Liegen ndmlid) jolde Ausnahmefille nicht vov, fo wird fid) fiiv nidht zu groRes t die
Durd)jdnittdgefdwindigkeit §:t von £/ der Gefdpwindigfeit an Stelle A nidht um viel unterjdjeiden
und man wivd in vorliegendem Falle dhnlic) wie vben einen Wert fitv t exmitteln finnen, jo daf
etwoa die Hte Dezimale noch) vidtig bleibt. (Man beadhte, daf iiber £/ im Vorhergehenden nod)
nidht3 beftimmted audgefogt ift; trosdem milge man es wie befannt denfen, indem o3 im Folgenden
fitv jpegielle ille evmittelt wird).

Jn Worten lautet der Hauptjas:

pDer in t 4t Setunbden zuviidgelegte Weg ift gleich dem in t Sefunden durdhlaufenen
Wege vermehrt um dad Produft aud Seitintervall £ und der nad) t Setunden exlangten Gejd)windigteit
~+ einer in gewdhnlidhen Fillen fiiv nidht ju groBes t bei beftimmter Dezimalenanzall Fu ver-
nachldjjigenden Srife.”

Bujat. €8 ijt unjdywer eingujehen, dbaf ftatt des Wortes ,bejtimmeer” aud) ,beliebig
hohexr” ftehen fann, allerdingd wird dann aud) fiir t eine Gréfe : 0,0......2z.. zu nehmen
fein, die ywav eine geringeve, aber doch ebenfalls belicbig hohe Nullenanzahl hat. Der Sat it
pann eyraft.

€3 darf aber nidht etwa, aufer, wenn f/ = Null wive, ber Saf in diejem Falle ju f, — f
aujammengezogen werden, weil fih darvaus 0 = tf/ oder aud) 0 =t ergeben wiirde, was nidht jein
fann , vgl. 4). Anderd ausgedrii€t: ti/ hHort auf Bujatglied zu fein.

T) Aus 4) folgt, daf ¢/ = 0 ift, wenn f nicht von t abhingt und die Kugel an einer um
c Centimeter vom Anfangspuntte entfernten Stelle vuht. €3 ift daher 3. B. (3)/ =0; (480)/ =0 ;
X'=0;y/ =02... fury: die Gejhwindigkeit jeder nicht von der Jeit abhingigen, alfo ruhenden,
0. . in der Cntferuung 3 cm, 480 cm, x Meter y Kilometer vom Anfangdpunfte beharvenden
Sugel ift Null. Man fafit died in (constante)’ = 0 zujanunen.

8) Wenn bdie Kugel in t Sefunden at Centimeter Fuviidlegt, f aljo =: at ift, jo geht
der Hauptjal itber in a(t+t)=at 4+ tf/ 4. E38 fonn dad Bujagglied in diejem Falle muy
Null fein, nad) der erleitung, weil die Gejdymindigteit an jeder Stelle diejelbe und gleid) dex
Durd)jdhnittdgefdhwindigteit ift. Hievaus und wie direft flar ift, witd £/ = a oder mit BVenugung
ver Formel fiir f wird (at)) =a und auc) [bei analogem Verfahren]: (at -+ c)/ =a, wo a
und ¢ fonjtant. (f4+g4...) =1+ g’ 4 ... Beweis mit | (Bujak) analog zu fiihren.

9) Cin Blatt mige in Hinjicht anf die Lingsrichtung nad) einem andern Gefetse wachien,
alg in Vegiehung auf die Breite. Wie grofy ift die Gejdywindigkeit feines Wachstums zu bder
beftummten Seit t ?

Der Cinfad)heit falber mige das Blatt die Fovm eines Rechteds A B C D (0) haben (Fig. 3).

Dasd Sefety des Wad)fens fei fiiv die Linge durd) die Formel ¢, fiiv die Breite durd) y

.gegeﬁen, fo dafy fich ¢ und vy bet gegebenem t bevedynen [afjen, indem Ausnahmefdalle wie immer

ausgejchloffen jind.

Bur Seit t fei die Grife des Blattes ¢ y Flacheneinbeiten, gur Beit t |t et jie ¢, v, .
Nad) Sa | mup nun ¢, vy, = ey +t(py) + . fein. Fir t =0,0..,...z.. darf
dies exaft: g, vy = @y 4t (py) gejdjrieben und ¢, vy, Fann diveft duvd) WMultiplifation
von @y = ¢ -+t und vy, = ¢ -ty ober aud) ausd der Figur*)
ingyt+g.ty 4 p.te’ 4+ t2¢/yp/ zerlegt werden. €3 folgt

ﬁ’:‘) Der jdyraffierte Teil der Figur ift mitvostopijd) jdhmal zu denfen, weil t=0,0..,..z..
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nun aus der Gleidhung 1/, wenn ¢ y weggehoben wivd, t (¢ p) =g ty’' 4y .t g/ +t2 ¢’ !
Da t nidt = 0 ift, darf durd) t dividiert werden alio (¢ ) = ¢ v/ 4y ¢/ 4. wo das Jujap-
glied bei unjrer Annahme fiiv t nad)y Vorbemertung bei b) weggelafjen werden daxf. Wir exhalten
eraft: ©agy II
(v =9y +vo

in Worten: die Gejdwindigteit, mit dev ein vecdjtediges Vlatt widhyjt, ijt gleidy der Summe dex
Gejdgrindigeiten, mit der die beiden Seiten wadyjen, jede bdiejer Gejchwindigeiten guvor mit dev
andeven Seite multipliziert. (Die Stelle, an der die Gejchwindigteit sur Jeit t hiebei genommen
iit, ift bie gebrodjene Linie AB; B C) obder aud): ,Die Gejhwindigteit eines Produftes aud zwei
Jattoren ift gleid) der Summe jweier Produtte, das eine gebildet aus dem evjten Faftor und der
Gejdwindigeit des zweiten, das andeve aud dem weiten Faftor und der Gejdwindigeit des evjten.”

10) Nad) Sa 1l wird die Gejdhwindigeit von a t oder (a t)’ = a t/ 4 t a’ oder, da
a/ = 0, wenn a fonjtant ijt, wird (a t)/ = a t’. Oben war (at)’ =a, aljo mup t' =1= 149
jein, was aud) aud (a t)/ = a filr a = 1 folgt und unmittelbar flav ift, du bei der in 3) evipihnten
Vergleidung 3weier Gejdwindigteiten, hier beide Male diefelbe Gejdpwindigleit auftritt.  Hingt
aber a von -t ab und ijt etwa = t, jo wird (t2)/ nad) Sats I

= tt/ | tt/ = 2tt' =2t

/
und (g) tf) — gt, wenn g cine Sonjtante. Beim freien Fall auf der Crde ijt fie im Mittel

980,89 cm . !% abgevundet = 5 Meter } Gine Anjhauung fiiv diefe Fovmel bietet die Atwood-
12

jhe Jallmajchine und die Fallvinne. Eine jorgfdltige Vejpredung Ddiejer Apparate ift im Unter-
vidhte an diefer Stelle oder jdhon friiher namentlich aud) deshalb nitig, weil Geim weiteren Bor-
bringen war die logijge Folge evident ift, jedoch der Anjdhauung unddit wenig geboten erden
fann. 63 liefien fich wobl einige Appavate nad) Art der Automaten evdenten, die diefem 11belftande
abfelfen onuten, doch joll hievauf nicht niber eingegangen iwerden.

11) Gs joll die Gejdwindigteit von f = : t3 und gwar an der Stelle, t, = 2,2 Setunden
entjprechend, alfo bet 10,648 cm Gntfernung vom Anfangspuntte beftimmt werben.  Man  fann
hier nicht (10,648)/ = O amwenden, denn die Kugel fteht ja an diefer Stelle nicht jtill, jondern man
nuf nad) Sap 11 (£3)/ = (t2.t) =t2. ¢/ 4 t(£2)/

sbope T o0

—= 3tk bilben
und nun exjt t, = 2,2 fegen [die Benennung Setunden ijt fortzulajien, vgl. 2) ,Jabhl’]. Nean
erhilt: 14,52 und hat cm al3 Venennung zuzujesen. Die Kugel witrde alfo, wenn jie 10,648 cm
nad) dem ®efets f = : t3 geloufen wive und nun, mit Aufhebung des Gejees, etwa in horizontaler
Rinne ohne Reibung und Lujtviderjtand weiter liefe, pro Sefunde 14,52 cm Furiidlegen.

Die Gejdhivindigkeit von t+ fann in doppelter Weije gefunden werden.
(£4) = (£2. £2)/ = 242 (£2)/ — 2¢2. 2t = 413 und
(t4)/ = (3. t)/ =3t/ -t (t3)/ =t3. 1 4 t. 3t/ = 4t° wie vorhin.

(3 bt -+ 8t2 4 3+ Tt4)/ = 5 - 16t - 3t2 4 28¢7 (beachte 8) ,analdh?).

12) Der Sdjiiler wird fiir ganzzabliges n den Sa () = nt™~' duvd) Jnduftion
jchlieken und wobl auc) beweifen fnmen. (Schluf von n—1 auf n.)

2

Sl
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13) Gs joll die Gejcpwindigkeit von %lmftinmxt werden, jo lange t als endlich vovaus-
gejesst wird. Diejelbe jei ein nod) unbefannter, jedoc) wenn t gegeben wive, bevedjenbarer Ausdruc u.
Do 1=t (%) ift, jo mup nad)y Safy H: t. u -+ i 21 = O

/
htevaus u = : — L = (—1)t2; (—1 ) = (—1)t~2; Bedeutung des minus im Rejultat? Nid)-

t2

tung nad) 0 hin. Die Gefdwindigeit nimmt bei wad)jendem t ab. ALS ein EHeiner Brudyteil der
erften Gefunde verflofien war, bejand fich die Kugel jehr weit vom Veobadhter, der am Anfangs-
punfte 0 jtand. &ie fam fdmnell, jedod) langjamer werdend, auf ihn u; nad) 1 Sefunde war jie

A L 1 K :
1 cm von O entfernt, nad) 10 Sefunden nur nod e cm von O entfernt; ihre Vewegung war

faum nod) bemertbar, 1(1)0 cm pro Sefunde an diejer Stelle. Wird jie O je evveidien? ein. Wird
jie vov O ftilljitehen? Nein. Die Stelle O bildet alfo einen Ausnabhmefall.

14) @5 foll die Gejdpvindigteit ciner BVewegung bejtimmt werden, die nad) dem Sejefe
) t] vor fid) gebt . und zwav an der Stelle 25 cm vom Anfangspuntte. Wir jdliegen Fundidit,
dafy diefe Stelle exft nad) 625 Sefunden ervveidit worben ijt, aljo t = 625.

Die Gejdywindigteit von )t] mige ein unbetannter Ausdrud v fein, der fiir ein gegebenes
t bevedjenbar ift. ©8 muf nad) Sap Il () = ()Jt] )t))) = 2t v fein; (£) =1, aljo aus

IE=—=y2 Vv folatv.— )1— , mithin (V1)) = )—}, - Die Gejdpwindigfeit an der gegebenen
21t 27t

Ctelle betrigt —l - = :1 = 0,02 cm pro Setunbde.
217625 50
Die durd) )'t| gefenngeidhnete Bewegung ift am Anfange (0 4 .) explojionsartig, finft jdhon
nach) Verlauf einer Sefunde auf i cm pro Sefunde und wird bald duperft langjam, ohne je in

villige Hube iiberzugehen. Jeder nod) jo ferne Punft der Bahn wird allmdhlidy evveidyt.

15) Wird bei dem Verfahren in 11) und 14) beadhtet, wie ja die Venennung immer Funddit
fortgelaffen werden muRte und man e§ eigentlidh) nur mit Sahlen Fu thun hatte, jo ijt ¢ unjdhwer
eingujehen, dafy man von Sefunden und Centimenter und von der jid) bewegenden Kugel aud) abjehen
fann und mit den Bahlemwerten allein Fu operieven hat, die dann aud) wieder durd) irgend welche
Budjjtaben verallgemeinert werden, ja jogar andeve 3. B. geometrijdhe Venennungen evhalten finnen.

@3 ift aber dabei notwendig, im Auge zu behalten, weldher Budyitabe die Rolle von t {iber-
nommen hat und man mup diefen Vuchjtaben daher ald WMearfe (jest ohne Punft, zum lnter-
jchiede vom fritheren Sahlenindexr) hingufiigen. Man hat aljo 3. B. (s2)/ = 0 wie vben, wenn s
unabhdngig von t, aber (s2)/;= 2s wie vorhin (t2)/ = 2t, wenn s die Nolle von t itbernahu.
€3 mup aud) (t2)/, [gefproden: t2-Stridh in Bezug auf p| = Null fein, wenn t nidht abhingig
von p ift. (a?4-ts)/, =0; (a2 ts)Vs=1t; (a2} ts)a=2a; (p+ a2} ts),=1.

16)* Wenn man aus dem Jujonunenhange beim lepten Veijpiel wiifite, daf a, t und s von
p abbingen [was durd) Cinflammerung oder aud) durd) in () unten jugejegtes p fenntlid) gemacht
werden Eann, mandymal mug], jo mive (p + a2 4 ts)/, =14 2a. a’y, + ts’, + st/ oder
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aud), was gang dasfelbe bedeuten joll, (p 4 a2 4 ts)/y =1+ 2a(a)y, + ti(s))p + s(t)sp.
nad) Sag 1. Hievin hitte 2a (a)’p aud) = 2a. a’, { a = : Fovmel (p) } aud) = : (a2)% . (3)%p
gejchrieben werben tonuen.

Dies fithvt auj Say HI:

=T ST
in Worten: Jjt eine Formel von s abhingig, diejes wieder vow t, jo ift dic Gejhwindigteit der
Sormel (in Vezug auf t) diejelbe, als wenn jie nad) dem Einfaf s genommen wird, falld legteve
nod) multiplifativ mit der Gejchwindigteit des Cinjaes forrigiert wivd.

Beweis: ). entjtand jeiner Ertldvung gemdf (vergl. 6) aus der Fovmel f, indem fitr das
in ihr vortommende t fiberall t 4 1.t gejest wivd und ift nad) Sapy 1, Bujof exaft = f | tf/,
wenn t =0,0..%..z ift. un muf man f,- aud) erhalten Eonnen, wenn man, dem Vegriffe
cine3 Cinjages zufolge, zuerit in s fitv t den Wert t -t einfiihrt, alfo nacdh Sats [, Bujas
S, =S ts/ =s 3 exhilt, und dann in f fiiv s die Grife s | § fest, wad nad) Sap |

[fiix den Budhjtaben s |
fi. =1+ 8f% .. exgiebt.

Unter Ausjchluf eines Ausnabhmefalles it jest § =:ts’ aud) eine Grdge mit beliebig
hoher tullenzahl und daher fann dag Jujapglied wegfallen.
Wir haben aljo aud: fj. =14 t§ und f;, = f -+ st/ dburd) Subtvattion.
tf/ = s/ und da t nidt = 0, fann dadured) dividiert werden, mithin

S

= ~t Ha—— s G B,
s S
Anmertung. Der Sap I fann aud) die Fovm f/ : s/ = f4 erhalten und durdy: ... (JI)...
I =+ . t —+ .= T — . fiivger, jedod), wie miv jdheint, weniger ftreng bewiejen werden.

17) Beijpiele zu L. G8 jei: f = S5 durd) den Ginjat™s = : t3 fann f al$ ()2
dargejtel(t wevden.

Man thut nun gut, den Buchjtaben s nicht weiter ju benugen, jondern dafitr jogleid) [t3)
3 jdjreiben. .

Dann wird nad) Sat I

(t6)/ = ([t?]?) = 2 [t3] .B5t2 = 6t (vgl. 12); 3t2 ift hHier die multiplifative Rorvettur.

Gine guogeve Zahl von 1lbungen wird an bdiefer Stelle pwedmifig fein, einige davon
mdogen Plag finden.

Wbung 1. == Ja+bt4ct?|; der Ginjag s ijt hier der Radifand, defjen Gejdywindigkeit

b -+ 2 ct ift, aljo wird f :“b’_d*‘__gfg‘ﬁ:d,,_
2)/aFbt+ct?]

" 1 3 T 7
Wb g 2.k = g Si=siit el ( s'),. A vgl. 13,

/i 2 kg

uIin( ) e s tell b LUK Ung
2 [t‘ZJ’ t3
1 / S gn
analo (—— = —nt
anatog t“,)

2%
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ftbung 3. f=

1

4 / SIS 1 T
mithin (l'_t—) :'—’]/’IT V20t =t
4

Die Gejdpwindigteit einer n'”" Wurgel aus t jei u. Da t — (1 T‘) ift, jo ergiebt fid)

n n—1 1
fiit s =)t nah Sa I : 1 — n ({D'{") Su, mithin u = 1 t» ', G8 fann jomit

12) auf beliebiges n vevallgemeinert werden.

lbung 4. VTFx]) =2 (Y1=x ) JS=7?

€8 famn nun (T —=x*) fauf zwei Avten, nad) Sag II und nad) Sas IIT gebildet
werden. €8 ijt 3u zeigen, dafy beide Male dasfelbe erhalten wird.

18) €8 migen die ®ejdywindigfeiten von cos (t) und sin (t) unbefannte Fornmeln u uud
v fein, die von t abhingen, jo folgt aud cos? (t) 4 sin? (t) = 1 nad) Sas ITT, wenn beiderjeits

) die Gejdpvindigteit genommen wird, 2 cos (t) . u <+ 2sin (). v =0, aljo
LB , daber u = — sint . Fac. (t)
V. cos (t)
und v= cost. Fac. (1),

wo FFac. (t) ein unbefanntex Faftor ijt, der miglijeriveife von t afhingig jein fann. Aus dex be-
fannten Fovmel I' — cos (2t) = 2sin2 (t) folgt mit Venupung der Fovmeln fiv u und v nad) 1TL
~+ sin(2t) . Fac. (2t) . 2 = 2 . 2sint. cos t . dac.t, alfo, da sin(2t) = 2sin(t) cos(t) ijt,
&ac. (2t) = Fac. (t) , mithin audy Fac. (4t) = Fac. (2t) et . . .

Da nun ein fleiner Bogen des Ginbeitstreijes nur wenig von sint abweidst, fann man
t =sin(t) 4. fegen; fiir t = 0,017584 [zum Bentriwintel 100/ 274 gehivig] bewirt das Sujag-
glied etne Verdindevung in der 6Gten Degimale; fiix t = 0,0.. ,...z.. haben iwir exaft

=sin(t). Wird beiderfeits die Gejdhwindigteit genommen, fo evilt man 1 = cos(t) . Fac.(t)

und pievaus bei dem Werte t = 0,0..4...z.., fir welden cos(t) eraft — 1 ift, aud
duac. (t) = 1 fiiv derartige t. Da mum vorhin Fac. (t) = Fac. (2t) = Fac. (4t) ... .. , Wwird dex
dac. (t) iiberhaupt = 1, ift aljo fonjtant. Somit ift (cos(t))’ = — sin(t) und (sint)/ = cos(t).
Man fann das Refultat aud) leicht geometrijd) anjaulidy madhen, veip. jo audy berleiten, jedody,
wie miv fdeint, weniger jtreng. '

[tbung 5. [cos (Jgt)) = —sin()gt). )g

[cos (t2)]/ = — sin (t2) . 2¢
[(sinx)?] /= 2(sinx). cos x = sin (2 x)

17 b 3
ey 2 x) /= (2x).92 = 2 5
(2,_1 COS(_X/J]) +23m 2] sin (2x)

b 4

; 2k . : . i
{tanxy ¢ = (smx( = —)) " — sinx (—— k —) . (—sinx) - R —1 _ (nady ”
: cos X /iy cos %X Cos X cos*x undlll.)
S gt DD 3 =
(Xlsz ) :7*1—*— lsz s I2px .
x 2)2px 2
(lj SinX. o L0 L o) i edtts 1 2
1 — sinXx (1 — sinx)? (1—sinx) * (1—sinx)2’
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19) Gs fann der ProzeR, wonad) die Gejchwindigeit genommen wird, aud iteviert werden.
Dabet nennt man bdie Gejdpwindigleit von bder Gejdpwindigleit die ,Bejdleunigung”. GCs ijt
damit 1weiter feine Sdywievigleit vertniipit.

[a4btt+ct240.t3] =[b+2ct+30.t2)=2c+6.0.t;

(sint)# = (cost)/ = — sin(t)

(sint)/ = — cost

(sint)/ — sint , dabev entjteht bei fovtgefestem Progefje eine Periode, analog bei cos(t);
{cost)! = — sint; (cost)” = — cost etc. .

20) Auch die umgetehrte Aujgabe ijt widhtig. €3 joll in die leer gelajjene Klammer ein
Ausdrud devart gefeht werden, daf die Gleidung ( ). = a4 bx 4 cx? fjtimmt.
Dierbet mufy man dem Ausdrude noc) cine beliebige, nur nidht mit x in Jufommenhang ftehende
®Grige, aljo ein Konjtante hHinzufiigen, indem 7) beachtet wird. Der Ausdrud ift, wie man un-
idwer findet:

C —}—ax—|—r; x'1+§x?‘.
)

llbung 6. Bu evmitteln: ( )#. = asin (wt);
suerit juche man [ [ =:a sin:(Yo't);
S et ; a :
in die Klanmer [ ] wird: ¢ — = cos (int)
iy

e et ol Bl s x
und in die wrjpringliche Klammer jomit: ¢; 4+ ct — - sin (wt) gefest werden miifjen.
2 B

- /_ sin2Xx .
Ferner: ( )_: ju evmitteln;
X cos#x
sin?x . ISy = | o i % e e
d——" = tan?2x . —— ijt, jo witd man mit Nbung 5 fiir die Klammer
COS*X cos2X
1 e
c -+ - tan® x jdliegen tonnen.
) 7
JIm Folgenden wivd aud) noc) ( )¢ = 2sin2x gebraudt werden;
da Dies [= 1 — cos(2Xx)] = 1 - sin2x — cos2x ijt,
o ( ) = X — sinx cosX;

abnlid ( )/ = 4sintx
¥ = 3sin2x (1 — cos?2x) + sin*x

aljo ( ) = )—(x — sinx cosx) — sin3x cosx ;
oder aud) ( )/ = 6sin®x
¥ = hsin*x (1 — cos?2x) - sin®x
Wi : 513 ; oy s
mithin ( =T (x — sinx cosx) ——sm*xcost — sin3xcosx ; etc. ..

Das Fallgefets gejtaltet jich hiernac) jo. WMan nimmt bdie Bejdhleunigung: g an. Nennt
man nun den Fallvaum s, jo mu s’ = g fein, mithin s/ = ¢ 4 gt , [dad aud) v genannt wird]

und s =c¢; 4 ct+ g t2; cund c; find aus den Anfangs- vejp. Endwerten Fu evmitteln.
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21) @ebr wejentlid) fiiv den mathemathijhen Unterricht auf der vbeven Stufe werden nun
die Crweiterungen des Hauptjaged I, zu denen iwir jest iibergehen.
Jad) Art der Degimalbrudjentwicelung tdnnen wiv annehmen, dafy der Sag I erweitert:

fl =f0—+—tf’0+t‘-’u—{——..

[auten wird, ‘ tige B — Pl worin u eine unbefannte Fovmel in t, fitv welde u; =u+tu’ + .

gilt (ebenjalld nad) I).

Wm u zu evmitteln, bilden wiv auf gwet Avten f,, einmal, indem wiv ftatt t, was ja
beliebig war, einen doppelt o grofien Wert: 2t einfetien, weitens, indem-wiv ftatt to den Cinjap
ty + t madjen. fy. enthielt ja to- 1t; died wird aljo in beiden Fdllen 3u t, + "t, mithin entjteht
beide Mal fo. Wir haben hiernad

einmal: fo.=f5+2tf/ + 4t2u+..
gweitensd: fo. =f. 4 tf/4+t2u;. +..

3 der legten Fovmel fegen wir fiv f,.

wiedexum . . . f.=:fq. +tf! +t2u + ..
il di ARl S SR G ti/y. + t2f/ +
[fi5 b e e ARG e . B S t2u 4 .. ein.

Durd) Vergleichung evgiebt ud) 4t2 u = 2t2 u + t2 o/ mithin u = 1afy%, jo daf aljo

@ag I volljtandiger f,. = fo. + tfy/ +—~ fo.” + .. lautet. Dies Verfahven fann gang ebenjo fort-

gefet werden; man nimmt f,. = f,. + tfy/ + - fo” + t3 v - an, bildet wiederum auf beide Arten,
urdh t=:2t Mmd tg=:tp+t (=: qe]pw&)en jubjtituiert) fo. und evhalt duvd) Vergleichung:
t3 t3 1
813 v =23y 4 —— fyl o+ —— 1y alfov = —Hgll
.2 LR 1.2 548
Wir nehmen nun an, es fei fd)on Jegelgt, buB
t2 tn—l
f.:f.+tf./+f~—~f’./+.... e fo.n 0 L gBw ..
! R B olri 1)
fei; wiv haben danm, wenn wiv auf beide ?hten f-, [n[ben und vevgleichen, duvd) t» ﬁm[blelen,
g 1 1 1 1
2“W:2W+fn i 1A ) & BET—0 e e
_1.2...(n—1)+1.2...(n—7) 1 2+ 1.2.. . (S 2.3+
nn—1 nn—1)n—2
n+< )+<19><% %) 0

woraue w — ———— 5 4 (n ——-I)T(‘)“— )) o

¢35 mige nun jon 1 4 (n — 1) + (11——11)(1)1 i) + . ... 1 =221 pewicjen jein,

jo folgt, wenn wiv beiderjeitd mit 1 4 1 = 2 multiplizieven,
D CRlp S g g
Py g el e O S

1.2 TeteDt Sy
n—1) m—))

+ 1 —+ e 1 - e + ...
(ne1)in (N DEni==2)

1—{—n—}— 4=

152 15208

N ekl =20
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(n)
bievaus evhellt, dafy fid) fiiv w = 5 —2f — exgicbt; Sap I lautet demnad), 3u Sap IV eviveitert:
sl N
to t:‘ ;
e =f St/ = f4 e i T *)
: T T T

22) Anwendungen des Sages IV. Junddyit fei f=: t= folglidy: f/ = ntn—1[vgl. 12)
und Ubung 3.], f =n(n—1) t"— i f#=n(n—1)(n—2) t*—3 etc. , daber f,. ober

‘t—}—t)“—t"—l—tnt"—l—l—t L% o 3 t““z—}— ....D0bder wenn man t=:a; t =:b jdureibt.

(a_]_bnzan_ll_nan—lb_l_n(nj,_: n—gp2 . D nn—1) (n—2) an—9bs 4 ..
1, <2 W
Hievmit ift aljo der binomijhe Lehriat [1ewiefeu. Weitere Folgevungen iibergehe id) hier.
gderner f = sint; in 19) jind £/, £/, ... abgeleitet, mithin nad)y IV)

t t.{
sin (t = sin t tcost ———sint — — cost o
(- g2 ) 10 +

Fir t = Null und t = x
3 ¢ D g 7
P . - = _—5-
1,208 12 i34 U5 i
Stonvergengfragen fénnen unerledigt -bleiben, indem man nur geniigend fleine Bogen

anguivenden pilegt. |x ift immer cin Bogenjtiid des Einheitstreifes. Jjt der Winfel in Graden

und Minuten gegeben, fo madje man ihn zu WMinuten und multipliziect mit
2 et gy _4.’
10800 10800
xl;
12%4 B TR
@ind Dbiefe E)?etbeu abgeleitet, Eonnen iwicder (smx)’ uuh (cosx)’, ferner sin2x —|— cos2X ;
sin (x +y) . . et qe[ulbet werden.
®a cos2x - sin?x = (cosx 4-isinx) (cosx — isinx) ijt fiix i =) =1, fo liegt
¢4 nabe, cosx isinx als .Rel[)e davgujtellen. €& ergiingen fi) die gevaden J.snteng,en des
Cofinus mit den ungevaden des Sinus. Bead)tet man nod), dafy i2=—1, i+ = —ji, it=-11
(Periode) ift, jo erhilt man den Moivre'jhen Ausdruct
o ¢ (ix)? (ix)s (ix)+
cosx + isinx =1-+4ix — —
: i +.-_>+1.2.:~;‘1>34+
Da lints ein Potengieven auf die n'® Poten nur den Bogen X ver-n- fadht,**) mufy das
aud) vedgts dev Fall fein. Wiv exheben auf die (—i)te unh el[)u[ten

(cosx 4 isinx) i =1 b + — +

,;+""

#) Gine nabeliegende Diftorvijdhe iotiz [uﬁen wiv fort, da das Bujapglied nod) nid)t
vistutiert ijt und der Saty exjt dann in volljtindiger Fovm ift. Man diirfte jonjt mit Redt cine
Borwegnahme riigen.

**) Dies tann aus der Tvigonometrie als befannt vovausgefept werden. Andernfalls iche
man 37) berbei.
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Die linfe Seite tann: cos (—ix) 4 isin (—iXx) und dies wieder (cos (—1i) -isin <\—|))

oder (cosi— isini) © gejdyrieben werden. Jjt in dev Gleichung:

SRR S x2 x3
cosi—isini) =1 X e 47
( 1 e 122 7 15253 3
x = 1, jo wird vedh)td dex lbext
1+1+7 +1 254— .= 2,718281828459 . .. = ¢,
evhalten. &5 mup aljo, was 3unmi)1t freilid) ber Anjchaulicheit entbehrt,®) cosi — isini = e,
fein.  Vildet man
4 x \/ x4 /
(e, = (1+=+T + = R
X 1.92:58 X
jo ergiebt jidh: 1L —|— —}: 1"»';{'_‘ +...=14+x4} lx‘> —+ ... aljo wieder e_X
Z e D o

Daber hat die @gpnnenﬁnlrunftiun e.x die merfwiirdige Cigenjdjaft, dap ihre Gejdhwindig=

feit wiederum fie felbft ift, aljo aud) iteviert,
Wi s (10)

(e,X)X =e; (?’-Yy)x(g)y:W"e.xy—f—‘.*y*‘e_W,

Cie wird daduvd) fiiv mathematijhe und phyjifalijde Vevedmungen jehr brauchbar.
Yogavithmenberednung jiebe 37.) Aud Vorjtehendem erhellt jdjon, wie bequem bier verjdhiedene
mathematijche Lehrgebiete der Prima 3. B. Kombinationslehre, figurierte Jahlen, avithmetijde Reihen
[vgl. den Beweis zu IV], binomijder Lehriap, trigonometrijche und andere Heihenentwidelungen ete. .
aus einem dominievenden Gefichtdpuntte, eigentlich dem Sate I fich evgeben, die hier im Eingelnen
nicht weiter verfolgt werden Ednnen.

Gine andeve Grweiterung von Saf I (namlid) V) wird fiiv die Steveometric widtig und
aud) die Survenlehre fann im Folgenden angebahnt werden, wenn fie aud) auf Segeljchnitte be=
jdyrantt bletben muf.

23) Jndem wiv in Saf I fiiv tg. den Wert t, - t jubjtituierten, erhielten wiv oben:
fy. = f,. + tf4. 4., Denn /5. hingt jo von to 4 2t ab. Wird wieder ty = : t, |-t eingejet,
]_0 ergief)t ]Fld) X f:;. = fg. + tflg. + cac eanicf): f1000‘ = fggg. + tflggg. + . [@‘3 Iff hier 511)eff=
miRig eine Zahl ald Jndexr, nicht einen Budjftaben zu wdhlen, um die Vorjtellung des Sihiilers
ju fivieven. Natiiclih fann audy eine andere Zabhl ald 1000. gewdhlt werden.] €& migen nun
ver Neihe nad) folgende Gleidhungen aufgeftellt und addiert werden:

fro1- = f100- + tf100- 1 -
fr02- = fio1- + tfo1- + -

f1000- = fogg- 1 tf/ Togs. St

G5 ergiebt jich duvdh Addition fyo00- —fmo +Z AP
indem fich) 4. aus der erjten Gleihung gegen f,m ‘aus der jweiten Gleidhung und jo fort bis
fo99- QuS Dev vorlegten gegen foge. aus der [esten weghebt und das X von 100 bid 999 bejagt,

*) Giebe jedoch) v, 46.



®

208 Gfied 4 tf/, an Stelle bdes Sternd mit dem Juder 100, 101, ... 999 3u
viehen ijt. Jft nun t eine Grége 0,0...z, fo haben wir zwar in jeder eile, wenn fte
[5 Gnbergebnis betvadytet wird, das Red)t , - . fortzulajjen, nad) 6) Juja; aber, wenn wiv nun,
jtatt von 100 bid 1000 zu jummieven, von 10, .. bi8 100, .. die Summation ausfiihren, muf
5 zundchit zweifelhaft exjdeinen, vb das - . im Gndrejultat: (Sats V)

99 4
v tf/;f100$—f10* ...V...

.
3
o
g ! ~10.

- ebenfall3 wegfallen fann. Dies tann aber im Hinblid auf Say IV gejdjehen, indem das dritte

- Glied : 1L7 £/ war, die Jnderung aljo erft in einev Geliebig Hohen Dezimale erfolgt, falld nuy

.4

[ nidgt £ einem Ausnahmefalle angehort.
f 24) Die Anwendung diefes Sages V., den wir aud): szgf/xzfmm.—fo. jdyreiben
i .
| tonnen, indem x die Nolle von t und y die von t iibernimmt (vgl. 15), wird einige Nadhiilfe
exfordern. @ie jei an folgendem Veijpiel eviivtert. S foll die Halbfugel (Fig. 4) bevedhnet werden.
Rir teilen den Radius OA =R in 1000 Teile; [1000 jteht hiev fiiv 100, . ; ift abex be-
% : = R
uemer 3u jprechen].. Jedesd Teilchen fei r = :
q au jpredien].. J L LR
Nad) Pythagoras ift tm Dreiede OSP x2 4 y2 = R2 Die eingelne Lamelle ijt:

999
y*r. = (R? —x?) =z, bie Dalbbugel alfo = 3" " x [(R2—x2)n], inbem x. = 0 ift,
0 !
Xp.=Xg. + 1.0 Xg. =Xg. =27 ;.. Xgg9. = X. 4~ 999 r = 999 1, alio faft jhon = R ift.
Nad) dem Sage V muf nun

[Riz — x2a] = : f_ fein, afjo ijt nad) 20)( )’X —=R2z — x 2z 3u bilden. Die Klanmmer
5 x3x & 999 -
enthilt dann f =: R2zx — o i -+ c. Da nun bdie E = f1000- — Fo- fein foll, fo bilde man
. (8 P
fro00- , tndem man in f fiiv x =: xp. 4 1000 x = R und f,., indem man: x = x,. =0 jett,
3./
fioo0- = R*aR — R-.; b
R und jubtrabieve, jo
3 %, 3
f1000- —fo. = R372 — an — 25 T — DHalbtugel.
bl B

3
Der Kugelinhalt wivd =g(—'—[ ; wennt d = 2R der Durdymeffer ift. Jft R in cm
D

gegeben, jo find kem guzujesen. #)

#) Vet Fovmeln mige man jedbod) lieber Kubifzentimeter ausidreiben oder ,RKubit-
einbeiten” zujegen.
3
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libung 7.) Analog die Sugelidicht zu bevedhnen. (Fig. 4a.) €3 jeien 450r = : a und
110, Zeilesxy = b —a - hy,

o wird f779. = Rzn(a—*—h);@ ol

asa

f450- = R27a —  —= +Hec.
P Y LA L 3 = A  JI
2 2 9 h37’
imltbmy = R%zh — a’haz — ah?z —-
“~50- 3
Da nun R2=a?- r2

B aeny 0} aljo = a2 —T—ah—l— —}- +

ift, jo exhdlt man fiiv die Sugeljhidyt Ll - 9—i7h +7(;” SKubiteinbeiten.
g ¢

?

["E’ie Bahlen 450 und 770 find mi[Ifi'tr[idE), fonnten aber aud) einem Bejtimmten Beijpiele
entjprechen und muften, um dad NRefultat vhne Sujapglied zu erhalten, als 450 = und 770 = ge-
dacht worden fein. Sie Finnen fpiter duvd) ‘X sl evjest merhen.]

i a

fibung 8. Den Kegelinfalt zu ermitteln. (Fig. 5); die SKegelbibhe k werde wiecderrm

g

in 1000 Teile x geteilt. ©8 gilt x:y =k:r, aljo y = rk;‘ ; bie eingelne Lamelle y2~. r wird-

999 - 2 2 2x2
oo XX ;& und dev Stegel ijt daher = M [r X_ '7] v folglidy mufgr ek , wenn Say V
Kk 2 ey k2 k2 2
; . e AR & / e
aur Anwendung foummen joll = f/x fein; wiv mitflen aljo nad) 20) anB( )X G
den Jnbalt der ( ) = : f ermitteln. »
Gr wird ¢ —}—fw—); T o= I, delmi(x3) = 3 =4
2 X
3
G o s C_lfkf, weil 1000 ¥ = k war,
D) 5
fn. =0 7 Jveil’ 'S0z 3 =oUmt;
aljo ﬁcgehnbn[t = —— ﬁublfcmf)exten
;)

(Bgl. Tbung 15 und 16).

25) Gine britte Griveiterung de8 akes I fhat feine Sepwierigteit, nur muf man bdev
Begeidhnung einige Sorgfalt juwenden. Nadppem man nad) Sap I f,=f 4 x . £/ 1. angejesst,
denfe man fidh in der Fovmel f aufer x aud) ein y, weldes in y —{— 15 uberge[)en joll.  Man
mufy die Baflenindizes, die durd) Puntte gefennzeichnet find, von den VBudjtabenmarken,*) vgl. 15),
auferdem einen erjten und zweiten Plag untevideiden. [auf x und y beziiglich] Sehen wiv 3u,

*) Des bequemeren Drudes Halber fegen wir dann Jahlenindizes und Budjjtabenmarten
in eine Beile. (!)
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as aus I wicd. wivd dann in f, . iibergehn, d. §. aljo, fiiv x, ftehpt x, -+ 1.x und fite
¢, ftebt y, - 1y; fdas dody £ wav, wird zuf,.,. und dies nad) Sag L uf,.,. o
endlid) wird das x #/_, das ja eigentlich x £/ . war, gu ;.. und dies ift nad) Sap I = o .,.

Ly ST

b n
Beabfichtigen wir nun r und y nidt zu grol zu nehmen, fo fann das in r Yy
multiplizierte ®lied leiht unter eine bejtimmte Degimale Hevabgedritdt werden, falls nur fein
Ausnahmefall vorliegt, etwa £7. . . = eine Grife mwie R in ber Vorbemerfung wive, d. . nidt

X

mebr 3u den bevedhenbaven ahlen gehivte. €5 wird daher Sag VI ., =F4xf +Y fotsiet

indem die Nullen wicder weggelafjen werden diifen. Eine Ausdehnung auf x,y, z . .. . ijt ofue
weiteres flar.

26) Durd) Sat VI fann fiiv Gleihungen und Kurvenlehre eine Grundlage gewonnen
werden.  Wir wollen die linfe Seite einer auf Rull gebradten Gleidunyg in x und y furg mit:
1 beseidhnen;; 7 ift aljo cin Ausdrud wie etwa x2 + y2 — r2und I = 0 wive dann ein Kreis. ...

G5 liegt tm Begriffe einer Veftimmungsgleichung 3. B. der ®leihung: 7=10, daf fie .....

durd) eine Reihe von Bwijdengleichungen wmgeformt werden Eann, 6is fie zulest die Gejtalt:

y = einer von x abhdngigen event. mehrdeutigen Fovmel, .
aljo dod) aud) nod) die einer Beftimmungsgleichung annimmt. Alle diefe Gleidhungen find dann in
Beziehung auf die ihnen geniigenden Werte, al dasfelbe bejagend anzujehen, indem Faftoven in x
und y nidjt Hevausfallen mdgen.

Daber wird ein fiiv B) pafjendes Wertepaar aud) jtets fiiv A) d. i. fiix L =0 pafjen. —

et man nun in A) alfo in die Gleidung I =0 jtatt x, den Wert x; = X, —+ x, o wird, wenn

" die ®leihung fiiv x, und y, erfiillt war und aud) wieder fiiv x; =X +rund y, =y +Y

cvfitllt fein foll, vy in gang beftimmter, jedod) nod) unbefannter Weife von ¥ abhingen. Dies

Verhaltnis Ll joll ermittelt werben und jwar fiiv Grégen 0,0,z und 0,0,z, . Statt e3 aus A)
x

au evmitteln, Eonnen wiv es ebenjogut, wie wir jaben, aus B) beftimmen.
- Bir haben damn aud B) nad) Sa I exaft y;. = yo. + 2. y/(X — Xo)*) oder aud):

a3 Y o 3 1e
B &y’(xo) und ; ift nun befannt = y’(xo>.

Die linfe Seite aus A), ni/im[id) I wird nad) Saff VI [bei analogem Sujatse wie in 6)]
30 Ly =l-|-gl’xﬂ+1)l’yo. '
1,.;. mufp nun aber nady dem Begriffe der Gleichung, wenn x;. und das ebenbeftimmte y,.
[aus B] eingejest worden, alfo x und y die ndmliden Grifen, wie vorhin bebeuten, identifd) =0
fein, alfo ift aud:
LA-xle + l)l’yo =0 und da I =0 war (fiir xo; yo), iit audy: 2V + 1)l’y0= (11
Hierin, da die Guifen x und y nady 4) swar nahesu Rull, aber von Ausnahmefillen ab-

qejeben, wenigjtens nidht gleichzeitig tull felbjt wevden tonnen, bleibt das Lerhiltnis Y ein be-
I DR RGY o S L

#  Gejproden: Gejdwindigleit von y nad) x an der Stelle x = : x, (vgl. 11). Man

jhreibt aud) fury y’(x“).

3%

VI
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jtimmtes, ndmlid): — 1 X, l Yo Anderieits war ity Y (xy) [die Slammer deutet an, daf y von

x abbingig gedadjt wird (ugl. 16).] DHievmit jind eigentlic) drei Beziehungen bewiefen, die wir in

. @ag VII < Bl l/‘(o: l’yo = y’(xo) 3ujammenfjaijen.
v 3

Anmertung. Cine geometrijje Deutung diejes Veweifes fiihrt auf @ag VIII (Fig. 6).
Man muf ndmlid) T, und T, durd) Drehung von ST, um T, einander jo nabe tommen [lajjen,
ba Ty S als Tangente angejehen werdben fann. ch ift tan(z*) nad) der Higur, aber ) it
r r
= tan(z*) 4- . = tan von einem Winkel 7, den die geometrijdie Tangente in Ty = (x4; yo) an
die Surve: I = 0 mit der Abjcifje bildet. Saty VIII. y’(x(ﬂ = {afigs

27) Beijpiele.

Gleidung 3x +4y — 34 =0 ‘ y=: 1.)‘ —g’f
l=:3x+44y—34; U =3; ‘ 5
AT '_/./:_3 /~=_3
ly_4,afw lx.ly R Y'(x) :
Gleidung y2 — 2px = 0 “ Yy =+ V2px
_— 2 2. .9
i
Vy=—2p; STl (x) D 2y 2px
R e e N e -5
iy y
E38 mufy aljo: tanr = g S fein; Daber wird die Pavabeltangente (jiche
VTR R < ¢

Jig. 7) die Strede: — s numeriih = x | 0S =S, 0 | auf der x-Aye abjdneiden, d. h. o3
wird von der @tbeite[tungente% abgejdynitten werden.

Gleidung: ~ + Y _1—9 v L
A b2 a
2 2 <
l e + Eie ) B 5
a® b2 x az ) b x
9 s
T e aja®—x
y b2
e P SRR St et
sy a’y e
€5 fonn nun tant aud) = - — qu\_ — ,O—X)v g 773’ Huap Rt ¢ o gejchrieben
ai‘(y: i, Rt AT SS,
b %

werden, wiithin miijfen bei der Gllipie (Fig. 8) A, S;AS vier barmonijche Punkte fein, weil dann
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S0 o R = 5 J a2
dem Sape von der halben fonjugievten Strede a2 — x s fein midte, s aljo = = wird und
X

=Y s (im abjoluten Sinne), folglih S; T Polave u Pol S.
X

28) Q[ Il =0 bie @Ieid)ung einer beliebigen Kurve (Fig. 9), Ty = (x¢; yo) der

| Tangentialpuntt, jo muB b = tant = —1U ¥ l/)’o aljo l’ LEH Z’ .y = freiem Gliede
, —s
:iem Dasg freie Glied wub b .~<0+l’ o Yo wad aucd) bei %emmnnutg von s folgen wiirde.

\@me weitere Mmfornumg des fr. GL. moge f)ter unterbleiben.
‘Beifpiel. JIm Punfte é ” ? ift eine Tangente an die Cllipje :
SRS

2x2+2xy+y2—3x—2y-+1=0
gezogen.  Die Gleihung der Tangente ju berednen.

l=2x2+2xy+y?—38x—2y+41; ', =4x+42y—3;

AEG 6 f 4
. = S D = ary Y g
o = - = 3 e y 2x 42y —2; Yo o
ST S N
51 9

Dag fr. GL um.b —|— 1: == ? alfo ift 7644y — 8 = 0 bie Gleihung dev Tangente.

o)

29) Wir 1te[[en in einer lberjicht die bisher gewonnenen Site jujommen.
I) Der Poauptiap: fj.=F-4tf/ 4.
II) und IIT) Produft- und Subititutionsjat.
I (ey) =@y +ype/; 1II) {/ = f/s L]
Drei Crweiterungen ded Hauptjapes:
: 7

IV) der Cntwidelungsfats f,. =+t 4 W i +

+...
TPty 999
V) der Summationsjap: Z

100+
VI) der Hauptja fiiv 2 oder mehr Variable.

f,.l.=f—|—g‘f’x—l—nf’y—}—.
VII) wnd VIII) Gige iiber dag BVerhiltnis der Juwwadie.
1!

x y
VI . o Gamiee ¥Y'&) und ¥/(x) = tanv... VI
7 Y

£§/ = f1900- — F100-

Die Gie VII und VIIT mufsten getvennt wevden, weil beim lefsten VIII die Borausjetsung
recdhtwintliger Soordinaten in’s Spiel trat.

Diergu migen nun nod) IX, ein Sap iiber das Max. und Min. und X, ein fitr die Medjanit
widtiger Saf hinjugefitgt werden. [IX joll nur bedingt ausgejprodyen rverben] Cin aufwirts
geworfener Stein jteigt jo lange, bi3 feine Gefdywindigeit = Null ijt und dann negative Werte
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aniinint, wihrend fie vorer pofitive Werte bejof. Das Nax. der Hihe war alfo evveidht, al8
die Gejdymindigteit — Null war. Aber da aud) bei einem rubenden Korper die Gejdpvindigteit
= Jull ijt, fo ift aus diefer Beziehung, wie jGon erwdhnt, nur ein bedingter Sl auf das
Lorhandenjein eines max. oder min, su ateben.  Swav [aft fid) diejer WMangel befeitigen, dod) ijt
es in den fiiv den Sdjuluntervicdht swedmdfigen Beijpielen gewdbhnlich) leicht, mit dem Verjtande
oder durd) eine Probe Fu entjcjeiden, weldher Fall eintritt, fo bafy ein ndheved Kriterium librig ev-
jeheint. Wi jpredjen daher ©a IX fo aus:
yf wivd meiftens max. oder min., wenn £/ = Null ijt.

Beiipiel. Fiiv welden Wert wird bdie Formel: (x — 5) (x — 3) ifren grifiten obder
tleinften Wert exhalten ?

(x2 — 8 x4 15) =2 x —8; Wb 2 x — 8 = O gefest, 0. ift x — : 4, alio
(4 —5) (4 — 8) = — 1 ber fleinjte Wert, benn die Probe x — + 5 ober x — : 3 aeigt,

daR ein min. evalten wurde. Die Darjtellung in eciner Kurve ijt hier 3u empfehlen. Jt 3 B.
y =:Xx?— 12 x2 4 45 x — 54 gegeben und wird dies graphifd) davgejtellt, jo fieht man,
dafy von einem griiften und fleinften Werte abjolut, d. . hier ,im Gangen” genomuen, feine
dicde jein fanm, velativ aber, d. §. in Begug auf die nddjjte Wmgebung, wird man 3wei Gipfel
(Stulminationspuntte)*) angeben fonnen und die ftellen das max. und min. dav. Um biefe Punfte,
in denen die Tangente pavallel dev x-Axe [duft, u exhalten, bilden wir (x3 — 12 x2 | 45x — b4y
= 3x2—24 x 45 und (bjen bdie quadr. GL 3x? — 24 x + 45 —0 auf. Dann it 3 dexr
gum velativen Mayimum: 0 und 5 der Fum velativen Minimum: —- 4 gehorige Wert wvon x.

30)  Diufig tritt 3u der JFovderung, den Formelwert: f 3u eimem max. oder min. Fu
madjen, nod) eine Bedingungsgleidung: =0 bingu; (hier find f und ¢ Ausdviide in x und y).
Cs [apt ficy leicht zeigen, dafy dann nur in Gag IX an Stelle von £/ = 0 zwei Gleihungen:

flo + 4V, =0 und
(ebenjo in Begug auf y) f’y —+- )_l’y = 0'3u fegen find,

\

wo 4 ein gu eliminievender Faftor ift. Die Glimination ergiebt ndmlich:
: ]
/ / / TR . - / S 2 e
15 ly-—fylx_O oder mit Sap VII (aus == G- . f’y_O.
Dentt man fi) nun aus 7 = 0 die Grife y fii ein bejtinumtes, freilich) nod) unbefanntes

x Derechuet und in f eingefest, jo hingt f nur nod) von einer Grife ab.*#) An Stelle des obigen
£/ mufy aljo: f’(x) treten, wo x in Klammern gefchloffen ift wegen des gedachten Ginjages (vgl. 16 u. 26).

4 o i iy it : .
f’(x) wird daher — Hoih f’y ; y’(x) (I) = #/_+ —I—f’y i Ddies jollte nun gleich Null gefetst
werden und wiv exhalten jomit das NRejultat obiger Elimination, w. 3. 6. w.

*) Obwohl die Sige I bis VIII €3 leicht mbglich machen, Snflextonspuntte, Spiten etc.
3u behandeln, jo jdhlieRen wiv doch alles nicht gum CLehrpenjum gehisvende aug, nuv fiiv diefes bdie
Dilfe in Anjpruch nehmend, die die Gejdindigteitsiite gewdhren.

) @38 wird alfo b= f, . wenn biev fiv y dev Ausdruct in x eingefet ift.

18 = D o 450 —f—l)f’y—}- coumd f =f ¢ f’(x)+.
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~ 31) Gine Ausdehnung auf 3 Grdfen hat feine Schwievigteit. Gind die Bedingungs-
ungen 7 = 0 und m = 0 gegeben, jo wird f meiftend max. ober min., wemt.
‘(f + 2l 4 umy =0

Lt
( )y——O

l ( Yo 0 evfiillt
! b, wovin 2 und u gwei zu eliminievende Fattoven DLedeuten. Der Beweid fann im Unterridyte
rgangen werbden, eiguet fid) aber aud) alé {ibung3aufgabe. Gr jei hiev ?utg angedeutet.
! fIX [IX mIX
Die Climination evgiebt: ' f’y I’y m’
\

/ / /
\ifz Vg my \

Da tie in 26) aus l,.,.,.=l+;‘l’x+yl{y F3¥ 4+
F'_unb R e B D = m’y + 3 m’, + . die Gleidjungen: yllo t)l/y +3,=0

und x m‘; +-y m’y el =0 gejhlofen werden fdnnen

|
& Ao

L l’y v,

|
‘m’ m’ ; mie mi i m i m
|y ) [ e | | e

e

s [ SRSl

ity
ergeben, fo geht das Climinations-

fumdyriy:y=

vejultat in £/ . % +f’y y 4/, 5 = 0 oder %) aud) in f’x—{—% f’y =+ %f’i =10 fibet,

=0

Aus f,.;.; = f; (wenn fiix y und z ifre uufaj 0 fih ergebenden Werte in x ein-

m =
{

7 " v Fafan e 5 s £l / / / s D, 5 el Iind
qefest worden jind) folgt: f (x)_f A 0 V' -+ f @ % =1 _+ 7 £ —+ ,}f , - Bird
bies — Null gejett, fo evgiebt fich dasd Gliminationsvejultat.

32. Anwendungen zu Sap IX.

Aus einem zylinderfovmigen Baumjtamme den velativ-fejtejten. Balfen 3u jdneiden.

Da die velative Feftigteit : £ proportional der Breite x [Fig. 10.)] und dem LQuadrate
der Hishe ift, jo muf von einem Factor ¢ abgejeben, f=:xy 2 — Max. werden, wihrend Ddie

- Bebingungsgleihung: x 2y 2—d 2=0 ift. d= Durdjmeffer ded SKreifed, der den Ouer=

Durdyichnitt des Balfens bildet. Mithinl =x 24y *—d?; U, =23%; Vy=2y; 1/, i
fly =2xy. G3 jind nady IX/ die Gleidungen y 24 2.2 x =0 und 2xy 422y =O3u (Bfen.

*) Da r nabeyu Null, aber nicht Rull jelbit ift, o darf mit r dividiert werden wie in 4).

S

R
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Hieraus y? —2x2y =0; y = 0 zum Min. gehbrig; y>= 2 x2 oder y = x /2| zumn
Max. geborend. Die Bedingungdgleihung geht nun in 3 x2 = d? iiber, Hievaus x =: 3 (T

e g J o und Fejtigleitdmarimum f =: f) d? j 3 | mal c. Bur Konjtruttion ifftx:y=1:2]
am Dbequemjten. Man verlingert die Seite bes Cinbeitdquadrats, bis fie gleich der Diagonale
wird, bis E und vergrifert die Figur jo, dafy BE/ = d wird. Fig. 10.
Ubung 9. Jn einen Kegel [r; k] den groften Jylinder: x2xy jzu bejdreiben. €3
mug k:r=k—y:x oder kx +ry—rk =0 gelten;
WMithin 2xay + ik =0
oound x272.1 4 Ar =0 J aufjuljen.
2xayr—x2a2k=0; x=:0 zum Min. gehorend;
2yr=xk, alfo aud der Bedingungsgl.
S Dy =ik~ 5 »Die Hihe ded gropten Sylinders ift ein Drittel
dev Kegelhihe.”  (Fig. 11.) :
1bung 10. Jn ein Kugeljegment [r; k ; Kugelvadiud = R] den gubften Jylinder zu
fonftruteren. (Fig. 12 und 13.) Andeutung. a2+ r2 = R2; Bedingungsgl.: x2 -+ (y 4+ a)2 = R2
2xay }RE2x—0
o 9 ;9 9 AT . 3 | y
oder x24y242ay—r 0; (Sj[..l xtn 1 LN o o
x=07 Miny, x*=:2y2-+2ay-
Die Bedinqung geht in 3y2+2a.2y — r2 =0 iiber, hievaus
y= < [—2atyer:—nl]
aum Max gehivig. - fiiv dad fleinere Segment; — fiiv das grﬁﬁére [bier fann aber dic Grund-
flache des Bylinders einen groferen Radiug ald r haben]. Konftruttion: A C = r abgetragen;
CB um 2a vertiivgt 6is8 D (D;.) Dann ift die Hihe des Maximalzylinders y — : i} CD.

[lbung 11. Bom Punfte p; q auf die Gerade ax by -+ c =0 cin Lot '311 fiillen,
0. h. den (Eiivzejten) Abjtand des Punfted von der Geraden zu evmitteln.
f=yV(x—p)*+(F—q) | =Min;l=:1ax+by-+}c.
@3 fann jtatt f hHier £2 benut werden.
| 2(x=p)+4a=0
| 2(7—q)+4b=0
[Diermit haben wiv die Gleidung der Senfrechten, und es fann der Jufpuntt und die Linge ded
Loted: f beved)net werden. Lehtered wird = ip—;'_ bq :
" Vax + b? .
Mhung 12. Den Abjtand ded Puntted P = (p; q; r) von der Ebene:
ax+by+cz4+d=0
nac) IX/ zu bejtimmen. f=)x—p*+ @y —q’+@@—n*|;l=ax+by-+cz4+d Aus
den Gleidungen 2 (x —p)4-41a=0; 2(y —q)+4ib=0; 2(z—r)+ic=0 folgen
bx—ay=bp—aqund cx—az=cp—ar
i p(b2+4c?)—a(bg+4cr—d) S e ap'téﬁj;cf“ﬂ‘d‘
a? |- bioh Vart bt

Die Gleidjung werden: . Durd) Glimination: bx—ay=bp—aq.

X 0iv
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33) UAnwendungen zu Sag IX#
Unter allen vedtwinfeligen vierjeitigen Pridmen mit gegebener Oberflddhe = 2a2 und
egebener Santenjumme = 4k dad grifte zu bevechnen.
Prisma = x y z = Max.
Bedingungen: xy4yz+zx—a?2=0mmd x4+ y+z—k=0.
[yzdiy+nn=0
Gn: tzxHi(z4x)+p=0
l xy+i(x4+y)+u=0
Hievausd folgen (y — x)(z+4) =0 und (z—y) (x+2) = 0. Man darf hier
nidht: x =y = z folgern, da died wegen der Bedingungen: a und k nidht unabhingig von ein-

ander erfordern wiivde. Bielmehr: z = — 71 und z =y aljp x =k + 2 1. Die erjte Bedingung
- gebt dann m/—}—ig—l—— = 0 1iber:
Lo R e e
3( kpfke—sa|) ; x=—(k 2k 3a)
= z——l— + /k —3a? | )
by 3 ( —-]/ l[1ss

3. B. Oberflide = 288 Fladeneinheiten; Kantenjumme 84 Langeneinheiten, jo wird x = 9
[oder 5] y = z = 6 [oder 8] Jnhalt = 324 [oder 320] Kubifeinbeiten.
Mbung 13) Oberflade = 1188 Fladjeneinheiten; Kantenjumme = 172 Lingeneinfeiten.
I YT Fe =110 X == 19,8
3 = [17,06]; = [8,88]
Jnhalt = 2664,3 (Max) ; [2584,4 (Nm)] Raumeinbheiten.
Dagwwijden liegt: x = 18; y = 16; z = 9; Jnhalt 2592 Raumeinheiten.
Aufgabe beziiglich IX
Der gebrodjene Lidtitrahl wird dem im didtern Wedium gedachten Lote befanntlih nad
~ dem Verhiltnis sina : sing = n : 1 zugebrodjen . n zu bejtimmen.
€3 find (vgl. Fig. 14) drei Bedingungdgleichungen:
B+ —7r=0; sina — nsing =0
und sina; — nsin g; = 0.
<L 0= ay — fy + a — p joll Min werden, vder aud) « + a; — y = Min, wo < y der
brecjende Winfel bes Prismas ift. Wiv erhalten in Bejug auf «, a;, , f; nad) 1IX# bie
Gleihungen 1 4 pcosa=0 ; 14rcosa; =0
t /— nuncosf=0 und 2 — »ncos f; = 0.

= ( COS a = » COS « CoS a Cos a
aljo audy: e L L PR aud):
wcosff = vcosp, [ cosp cos f
1 —n2sin? 1 — n2sin? ! SN %
s By — Hii s i (n?2—1) sin2p, = (n2—1) sin?4.
1 — sin2p 1 — sin?p,

4
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Hieraus mige sinf, = - sing gefolgert werden.

sin (%_y)

= ff = £ mithin n = s!"" = 8 2 R
2 sinf sin / y
(3)
Wird aljo durd) den Verjud) die Eleinfte Abfenfung: & gemefjen, jo ift n beredhenbar.
Crheblich dhwever ift die Aufgabe: jwijdhen zwei im Raume befindlidhen Geraden i’—;ﬁ
/€
und M dic Minimalentfernung m mit Saty IX4 3u bevedmen. Gs ergiebt fid), falls
176170
v, o ; N — ; und F = e ijt,
(i f, d; . d, e,
m = A4d; 4+-Ee, 4 of, +d4,+eE,+-fo,.

V D+ E° + F°?

Die wenigen hevausgegriffenen Aujgaben lajfen jdon erfennen, wie mannigfad) die Gebiete
find, auf denen @ay IX Amvendung findet, und wie einfad) fid) diejelbe im Allgemeinen gejtaltet.

i die Medjanit fann in analoger Weife Sa X, zu dem wir jet iibergehen wollen,
einen paffenden WMittelpuntt bilden.

34) Den Sag von Pavallelogramm der Krifte®) habe i) im lUnterrichte faft immer
nur expevimentell bewiefen, weil miv ein einwandsfreier, theovetijdjer Beweis ju jeitvaubend exjdien.
Aud) an diejer Stelle moge die Liide unausgefiillt bleiben, wir jesen ohne Beweis:

m. x4 =X unb m .yl
wo m bdie Wajje [fann oft aud) — 1 gefetst werden] X und Y die hovizontale und vertifale
Somponente der duReren bewegenden Kraft P bedeuten.

St nun der angegriffene Maffenpuntt T, gezwungen, auf einer Kuvve 7 = 0 3u bleiben

(Big. 15) , jo geht Sa X, wie leid)t gezeigt werden fanm, in
mx/ =X 41l
ud my? =Y + 2 l’y itber. '

Beweis. Man dente die Kurve ald Nohre, in der die punftuelle Kugel ohne NReibung
jid) bewegt. An der Stelle T Habe die Nibhre cine fﬁnung, die von einer duvd) die Kraft L gegen-
geftemmten punftuellen Slappe veridhlofjen wird. L wirkt aljo in der ovmale und fann zerlegt
werden in die Komponenten H und K. Jjt nun T derjelbe Punft auf derjelben Surve iwie in
Big. 6, fo muf, wie aus der Figur erfidytlich, wegen Ahnlichfeit der betveffenden Dreiece in

g
s
&Fig. 15 und in Fig. 6 — H: K= LU px
- L
nad) Gag VII jtattfinden, indem H dad entgegengejeste 3eidhen wie y befommen muf [vgl. die
Pieile in dev JFig.]. Hievaus foun H =: 7 UV ound K =: /'.Z'y gejchlojjen werbden, wo 4 ein nod)

unbefannter ju eliminievender Faftor, wie bei 1X/ ift, und es tritt baher H zu X und K ju Y

*) Das Parvallelogramm der Gejdwindigteiten behandelt jdhon Kant ausfiihrlich in
»Metaphyjijhe Anfangsgriinde der Natuvwiijenjdjait.” Riga 1786. pag. 20 bis 28.
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Binau. Dentt man fid) denjelben Proge an jedem Puntte dex Rihrve wiederholt, jo bejtinbde die-
Jelbe nur nod) aus Offnungen, fann aljo fortgelajjen werden, die Bewegung exfolgt wie eine freie

nad) dem Gejege X!
] mx/ = X+ il/y 4+ pm’y
my” =Y + illy + pm/y
mzf = Z 4 il 4+ um/,

jei evwihnt, ohne daf wir davauj eingehen.
35) UAnwendungen®) zu Cap X und X/ Cin Mafjenpuntt T, , deflfen Make m=1,
mige jid) auf einem Kreife mit Radius ¢ bewegen miifjen, aljo die Bedingung: x24-y2—L2=

\y# =—g-4 12y

l=0
Die Ausdehnung: -
1 =

e

serfitllen (ig. 16). Die Gleihungen X’/ werden: , indem Ddie Horizontale

Srafttomponente = Null jein joll.

Durd) Climination von i folgt: —yx? +x.y/ = —gx. ©epe x=":Lsing und
y=—8cosq, bildbe x’ =Lcos¢.q¢/ und y’ = Lsing. ¢’
‘ = e gh =X.9p’
hievaus x? = —y o — @'y’ und y/ =x¢" 4 ¢’ x".

lnjre Gleidjung wird aljo:

1 1 > ¢ e
YR gt () X gl < (=22 g L (g2 — g gsing .
oder, da €2 fonjtant, ¢ ¥ = _g . sing.

Wir fonnen diefe Gleihung nun in Fwiefadyer Weije jpezialijieven.

A) €3 mige aud) die vertifale Srafttomponente — g — Null fein, oder dod) in Anbetvadt
quoBer Rotationsdgejchwindigteit vernad)ldijigt wevrden diivfen. €3 ijt dann: ¢ = 0 3u behandeln.
Dievaud folgt ¢/ = constante = w , wenn mit: w die Wintelgejdwindigteit bezeichnet wird
[diejelbe ift = 1, wenn der Radiud einen Winfel von 570 17/ 44,8” in einer Jeitfefunde be-
jtreidt ; fie ift = 22, wenn die gange Kreisflache in einer Sefunde vom Radiusd bejtrichen wird).
Aus ¢/ = 1w folgt dann: g =wt 4 c. Hievin fann ¢ = Null angenommen werden, wenn jid)
sur Seit t = 0 die Kugel im Punfte A befand. (Fig. 17.)

Nun war: x/ = —y¢/=—yw, aljo (x/)2=y2w?
yl= >xpl= X (y)2=x2w?
1\X’)'3 + ()’/)2 = Q2?2

Mithin Y (x)’ + ) =L.w.=nv; [v] 8]

Die lineave Gejdywindigkeit ijt aljo in der Tangente der Vahn gevidtet — Radius
nial Wintelgejdhwindigkeit.

Ferner war: X/ = —yq¢/ —q¢/y/  und y¥ =xq¢” + ¢’x, aljo, wenn bdie Cinjdge:
g =0und ¢/ = 1w gemad)t werbden
X =—wyi=—wix
il — 0 X/ = -—w?2y, wad pojitiv ijt,
da y = — ¥ cos ¢ angenonimen iwar.

#) Die Behandlung in vechtwinfeligen Kordinaten verdient wenigjtens fiiv den Anfang den
Lorzug. Ties jdhlieft divefte, Eiivzere Ableitungen im Phyfifunterridyt nicht aus (vgl. Note zu A w. u.)
4#
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Durd) Quadieven und Addieven evgiebt fid)
(x")2 4 (y4)2 = w+ L2 mithin

P = ]/ (xM2 4 (y4)?2 | = + w28 =+ % . Die Figur (w = :2) leht

~

durd) Ibnlichkeit der DOretete, daf diefe Bentripetalfraft P = m % in der Ridytung des Radius

und gwar von Ty nad) dem Mittelpuntte O hin wivkt. Dies ijt nad) dem Beweije u X/ notwendig,
wenn T, auf dem Kreife gehalten werden joll, ohne daf ein Faden im Spiele wive. Man denke
etiva in O eine angiehende Bentvalfrajt,

Der Faden € wird jedod) durd) eine ihr gleiche aber in entgegengejester NRidtung wirfende
Bentrifugaltraft gerviffen. Die beim Untervidhte Fur Veranjdjaulidung dienenden Jentrifugal-
majdjinen mitften die Wintelgejdhwindigkeit: w mebar madjen, wenn fie ifren Bwed exfiillen wollen.

B) Wir nehmen jest B) den Winfel « iiber den ¢ nie herausgeht, jo flein an, dafy wir:

: S b o b T a’ . 99) e S S 5
sinag = « W -+ VW (ogl. 22) anndbernd = « jeen finnen, um jo
mehr sing =: ¢. Allerdings bleibt das Verfahren nun nidyt mebr exakt. [sing =: ¢ 4. wiirde
teine weiteven Sdliiffe exlauben!!] (jiehe jedod) Note).

Die Gleidumg ¢/ = —T7g sing geht dann in ¢4 = — g . ¢ iiber (fiiv % =:g.) Wire
g=1, aljo & =980,89 cm, fo wiirde fih) mit Hinbli€ auf 19) ¢ =: cost ergebert, denn
(cost)” = —cost; aud) ¢ = c.cost wiirde fiiv ein fonftantes ¢, wie aud) nod) andere Gin-
jige, die aber auf dbas ndmlide Hinauslaufen, der Gleidung ¢# = — ¢ gendiger.

Midte man ¢ = c . cos (m t). wibhlen, jo wiirde ¢/ = — ¢ sin (mt) . m (Sag III) und
¢" =—cm2cos (mt) = — m2. ¢ werden, mithin m2 = g und m = yg .

Die BVewegung eines Penbdels mit feinen Schwingungen ift aljo ndherungsweije in
g =1:1ccos()g|t) und ¢/ =—c(] g sin(] g t) enthalten, worin nod) ¢ zu bejtimmen.
Dies gejdjieht duvd) den Anfangszujtand; fiir t = 0 wird ¢ = dem Clongationswintel (neg.)
= —aalfo —a=ccos()g .0)=c.1. Pievaus c =—a. Die mmn rejultievende
Gleiung ¢ = — acos () g|t) geht fiiv die Sepwingungsdauer T, in weldjer der Bogen 2«
durdjlaufen wird in: a = -—acos(}7g T) iber. Da die Gleidjung durd) « Ddividiert werden
fann und « bevausfdllt, jo evgiebt fih der Saw, dak ,Eeine Sdwingnngen bei unverdnderter
Sudenldnge angendbert diefelbe Sdywingungsdauer Hoben miiffent 1 — - cos (Y g|T) "
G muf mithin J g 7T, wenn €8 i) um nur cine Sdwingung handelt, = z fein. Aus nabe-
liegenden Griinden fonnte « nidt als Grife 0,0 .z angenommen werden, o daf

Tur=-—"-+4.=x ' £ ~+ . gejest werden darf.#)
Vg g

* Gan unmittelbar exhilt man dies Rejultat: nach) der graphijdjen NMethode durd) den
i) 5 grap

Hodograph der Bewegung (vgl. die vorhergehende Note .

**) Wenn aud) in phyjitalijher Hinjiht ein experimenteller, lei)t ju evbringender Nach-
weis fiiv die in diefer Fovmel enthaltenen Gejese in der Schule ald Dinveidhend eradytet werden
mag, fo pilegt doc) eine dem Crperimente vovangehende, vejp. nad)folgende, aus der Gejchmindig-
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36) Nbung 13) Bwijden den beiden Punften I und F, ijt ein Faden von der Linge:
- 2a befeitigt (Fig. 18), an dem ein bewegliches Gewidht P Hingt. Wo wird, nadpem: die Vewegung
~aufgebiivt, der Angriffspuntt x, y fich befinden?

E ’0 b o g R
. ; e a?
) XU == 0 it =0, "UHH 4
Ph a Qy 5 5 o ) 9
0=?+Ab—2— i h?* - k® =a?— b? = g?
mithin: T azy — Fh b2x = 0 vder y = LS.t
) e e k -“a?
- Wird dies in die Bedingungsgleidhung X—) —- %’—) — 1 = 0 eingejett, jo evgiebt jic) die
Anqrifisitelle: it »
ka2
BN
l J' b* h* 4+ a* k
| —hib%
e
|
— 1 A N, .
Jit nun, da tanr = N xb folgt, 7 = a, tana = k , o geniigt dev
£ ya2 h
Vg

evmittelte Punft, aljo ift er der Tangentialpuntt einer horizontalen Tangente an die Ellipje auf
der der (Erbde zugewandten Seite.

teitslehre gefolgerte Ableitung nidht ohne Anvegung fitv gewedtere Schitler gu jein. Da diirite es
denn allerdings al8 jtivend empfunden werden, dem mathematijhen Bediiriniffe nur ein ange-
nithertes Verfahren bieten zu finnen. Nun ijt eine exafte BVehandlung des hin und her, nidt
gany herwmjchwingenden Pendels, im BVerhiltnis nur wenig fdwieriger und mige daber in
diefer Note Plag finden. Man wird aber, wenn man diefen Weg 3u bejdyreiten gedentt, dod) gut
thun, juvor die angendbherte Formel wie vorhin abjuleiten und fo den ftrengen Veweisd vorzu-

beveiten. €8 moge hier, wm 3u Eivzen, g;i = 1 jein und e8 gilt dann die Gleidhung:

Q
¢ = — sing 3u erfiillen. .

Wird beiderfeits mit 2 ¢/ multipliziert, jo wird 2 ¢/ ¢¥ = — 2sin¢ . ¢’ exhalten und
ebenfallg, wenn von (¢*)2 = 2 cos ¢ -+ const die Gejcdpwindigteit genommen wird. Fitv ¢ =: — «a
witd ¢/ =0 aljo 0 = 2 cos a 4 const. Somit bleibt

(2 =2(cos¢g —cosa) =2 (l — cosa— (1 — cosw)) =4 ' sin 2 ((—; ) — sin? (%) J

ober - ¢/ = 2sin (i) | it (l) oder aud), wenn ein Hitlfwintel:
5) B
J1— =
/ . g G
| sin? (—'—)
2/
sin (%)
’ Pl s g ¢ 5 o o ,
- sin (n) = : ————eingefiihrt wird, wobei aber n von t abhiangt, ¢/ =280 (-} cos (n
geruy / 8t, ¢ 5

sin

e
N R

au [Bfen iibrig.
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Nadhpoem nun die 10 Gejdhwindigeitsiige, wenn wiv den leften aud) jo nennen wollen,
evfrtert und an Beifpielen eingeiibt, gefen wiv in Teil 2 dozu iiber, einige Gebicte Fus 151551e'cen,
wm die Vorteile einer Behandlung von diejem Gefichtspuntte aus wenigjtens anzudeuten.

Nehmen wir von der Subjtitutionsgleichung (S) auf beiden Seiten die Gejdpvindigkeit, jo

erhalten 1ir sin (2 ) cos (n) . n/ = i cos (%) ./ und widre nun

(N) n’/=cos (%) — '/ 1 — sin? (’; ) sin 2 (‘* ) ‘ , o wive aud) ¢/ = 2 sin ((—)) cos (n) exfitllt und

b4

unjere Aufgabe geltjt. Die Gleichung (N) tann aber: n’ (1 — sin? (;) sm-n) " 1 ober aud)

nach dem binomifdhen Lehringe 22) fitv den Cxponenten :

1 —sm sin?n sm=l sin* ns (L) sins 0
(It g () sikadog Dol (Glpaen + 5 i (E ettty
gcld)rteben werden.  Jieht man llbun g 6 hingu und bead)tet III) , fo wivd:

e s a ; s 1
. (Q) Const n -+ —sin? (—) n — sinn cos n ) -
(G gty 2 2 ( 1% 5
1D, a 3 " : 1
sint —) (—nfsmncosnmsmf*cos —
35 2.4 (2 2( ) n)
1+3.5H a 53 : 5 ; . 1
Fo v R i 8= el g =0 s 3 o 51 = o
—}—2.4.6sm (2 (4(2 (n — sinn cos n) — sin ncosn) sin ncosn).ﬁ—{—.. t
.. 2 Bt s _ Pt 2
geniigen.  Jit t = Ty iit ¢ =0 und n =0, mithin Const, = Sl it te=s T .10 mul
sm( )
% ~ T
¢ = a wexden, aljo sinn ——S;ﬂ =1, bdaber evgiebt fich n = 5 Jn der Gleihung (G)

wird dann cos (n) = 0 und fjie gebht in:

7 a2 a 1 BN a 1.8:5 T

=2 ) = 2 [= TG fet e 6 — =

2( +(2\’ il (2)+(2.4)'sm (2)+(24 ) = ( ) ) o 2
fiber, und dies, wenn g nidit = 1, jondern iwie oben = % ift, in

EY [ R Al B a
T [ A (1 (—) sin2— —— ) sint —) )
6o (3 2+(2.4,)"(2 L

Jn Bezug auf den widtigen Foucaultjchen Penbelverjud) mige auf Jodymann, Grundrify
der Grpevimentalphyiif § 352, vermiefen werden.




2) Behandlung einiger Gebiete mif der Gerdpvindigkeitslehre.

Da wiv und auf einige furze Andeutungen bejdhrinten wollen, jo ift eine Ovdbnung, in
[bm‘ dieje Gebiete nadjeinander vorgebracht werden jollen, von feinem Belang.

A. Beredmung der Logavithmen.

37)  Will man in 22) nidt die Woivre'jhen Sige al3 befannt vorvausieten, jo verfahre

e - n . xXn
s i A x ) 1
man in folgender Weife: Man erhebe einmal: ( 1+ —) und Fweitens: ( 1+ ) nad
n n

dem Dbinomijchen 8€bria§e 29).

= ¢ X n(n—1) x2 n(n—1) (n—2) x3
1 — ) =1 n. - e —_— =
( + n ) fe n i 12 n? 15243 n3
Xl xn(xn—1) xn(xn— xn—2
(1_|_,1 ) :1+Xn_!+ﬂ\ﬂ‘,,,l_{_}"(,‘ﬂu L),,(‘E,i)1+”.
\ n n 1-2 n? 1423 n3

Jit nun n eine Grife, die ein mit bejtimmter Stellenanzahl gedachted x, wie grof es
aud) fei, um eine beliebig hohe Anzahl von Stellen iibertrifit, jo Eonnen nuxr die Teile von
Cinfluf fein, die im Jdhler und Nenner gleidh hohe Potengen von n haben wnd wir erhalten
betbe Ntale dadjelbe, ndmlid):

x2 x4
1 X — — 30 .
T g T et L ;
Cb dad Bufagglied fortgelaffen werden fann, erjdeint sunddit fraglich. Da aber, wie man leicht
2 2 c 3
jiebt, fein Hauptanteil ol [ 1+ x + = + - =
2-n 12

1:23
Gliede ab unter die geometrijhe Neibe hevabgedriit werden fann, mithin eine beftimmte Grife
bat, jo bewirtt das n fm enner den Fovtfall des Bujasgliedes. Somit gilt

[ =T = e

R ] ift und bdie Paventheje vom xten

aljo fiir x =1, gl s e =14 1 + 1,+‘1_+”
‘ L e
2 3
und wieder fiir x = x, e = 1 L= s 5 i
i p +1+1,2+123—|—
) 2 (m )f
baber aud; ex)m st TR g GBRY Y o TR L -
er aud) (¢ EbL TR B

etc. wie in 22),
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38)  Logarithmieven wiv wum t fin die Bafis e und jei [lognat ()] = u, jo muf, da

e " © — tift, nad) Sats III und 22) "My — 1 jein, denn Gejdywindigteit von t ift
o 1 1
nady 10) 1, mithin u = P I
oder [lognat (t)]/ = l Dies geht
fiiv t = : 14 xiiber in [lognat (1 +x)J/ o . 1 nady IIL.
2 14+ x
Durd) Divifion wird £ 1 —x4x2—x3x4,.,..

14 x

39) @8 jei lognat (14x) = A + Bx + Cx2 - Dx3 4 Ext4.... fiix geniigend
Eleines x, jo muf, wenn x = 0 genomunen wird, A = 0 fein, denn lognat 1 = 0. Wird beiderfeits
die Gejdywindigteit gebildet, jo nady 38)

-z agi Lot =B 2Cx +-3Dx2- 4Ex* 4. . . mithin, da x beliebig und audy

= 0 fein Edunte, B=1... und jo o5t + v s C:_%;D=+r; ;E=——i~—.... Mithin :
x?2 x3 x4 L . . 3 \
lognat (1 4+ x) = x — ?—{— Ry +..... Die Vergleidhung mit 1 —x 4 x2 — x3, lehrt,
2 b
daf wir fiiv x > — 1 big x < 1 feine Divergeny ju befiirdjten haben. Fiiv x — — 1 divergiert
die Jeibe nad) Borbemerfung, andere Jille fonnen wir unentjchieden [lajjen.
c 2 3
40) Wir bilden aus lognat (1 4 x) — x — Z + 3}— ce.., indem wir x =: —x
S Ll >
jubitituieven, lognat (1 — x) — — = x -+ = —+ 0 s } 7
14x

3 5 'q —
. dann lognat ( ):2{1{-{-?{——-}—?—}—....}/fesenlql_k::z, woraus x:!Jl
I—x 3 ' 5 = Iz

und evhalten die ur Bevednung von lognat 2 tauglide Formel:

= 1 fz—1\3 1 rz—1\5
lognat =gl | —— — —— :
e {(z+1)+3(z+1}+5(z+1,)+ f
bievnady Iognat2=2{}-+l( . ):’—l-} ( 1~)’—{—} = 0,6931....
3 3 N3 9\ B
41) Aus der Jdentitit:
S P
=] mn—1) (n41 F—1]

folgt: lognat n = ] log (n—1) 4 ! log (n +1) —{—llog <7L )
2 2 2 nz—1)

n? T | 1

=2z, jo wird

it AL DA
nz —-1 z41 2n2—1




g—mcrbulteu wiv gur Beredpung der Logavithmen ungevader Jahlen n die Bejfel'ide (?)
el:

: lognat n = i) log (n—1) 4 —; log (n4-1)

I g 1 1 1 4 1 1 5 7

i — — — — —

' +[2n?—1+ E}(Qn?-—1> + .’)(2n‘3——1)+ l

Tan— 1 und n—+ 1 gerade Zabhlen find, jo Ennen ihre Logarithmen bereits al3 vorher bevechnet
gejeben werden. lognat 10 = lognat 2 - lognat 5.

z i 1 1 1 1 \8
lognat 5 = 2 lognat 4 + 5 Iognat6+49—|— = (49) “+...
lognat 6 = lognat 2 - lognat 3
lognat 3 = - lognat 2 - k- lognat 4 - i, - s (-1- )3 + > (—l )5—}—...
2 2 17 3 \17 5\ 17
Lie Bevednung evgiebt: lognat 10 = 2302585 .. und ba log 10 im bdefabdijdjen

— r——

i 73 : g 1 ’ s
Soitem 1 ift, gewinnt man in — = 0,43429448 . . bden Fattor, womit alle natiivliden
2,302585 . .

Vogarithmen multipliziert werden mitjjen, um bdie Briggijhen u evgeben. Auf independente
Lerfahren gehen wir hier nidt weiter ein.
Anmevtung: Die Reibe in 39) fonnte aud) mit Sag IV exhalten werbden.

B. Beredynung von =, dem Juhalte des Cinpeitstreijes.

42)  Nad) 22) und 37) exbalten wir fiix m — | — V—1]; x=:aund =: —a
die yovmeln :
i(l I
€ = cosa - isin a
—ia e
€, = C0Sa — 18Ina,
s Y s 2ia CoS « —isina 1 itana
mithin durd) Divifion e =—-T>7¢ _ ~+_ —
cosa — isina 1 —itana

Wird auf beiden Seiten fiiv die Bafis e logarithmiert und gormel H in 40) fitr
Xx=:itana , (poﬁtincé ) @ = 517 ) angewandt ,
. » % : % i 3 1 7. 5 i
1o exgiebt jid) 2ia =2 [1tan a —{—73— ( itana ) + - (ltana) + ... I
B / 2 2

i 1 .
oder aud) @ = tana — — tan%a | — tansa — . . .

)

Q|

cbenjo = tanp —

i

- tan3p4- _1— tansg — . .
: 5

<

Las i fann cine Divergeny nidyt berbeifithren, benn es febt fidh Hevaus und die
Bedingungen fiir die Konvergeny Haben fih nod) giinftiger gejtaltet, da je zwei Glieder 3u einer



34

Werden diefe Gleihungen fiiv die jpezicllen Werte tana =%; tanp = S , aljo

3 5 7
tn (o py— TR0t ang G (l)
1—tana.tang /g 4

abdiert, fo erhalten wir eine jur Berednung braudbave Formel fiir Z , namlid)

SHHURHOE.

1 1 71\8 1

T 3(5) +5‘(3) ¥,

x — 3,14159265 . . [annﬁ[)ernb 31 und 113 | 355. ]
{

Differeny, fleiner ald das eine von ihnen, vereinigt werden Fnmen. Man fann daher Fovmel T

aud) fiiv « = Z benugen und erhilt die Leibnip’jdhe Reibe

7 -1 ik il 1 1 1 1
LAl I RIS SR RO S :2[— 4 — S T ]
4 3+5 7+9 1.3+5.7+9.11+
bied ift aber fleiner alg 2 [7119 - _17 ‘51‘; +.... I
S 1,1, T
B D - unbbtealmeber<2[~-}——~—}— —|———|—;-r+....];
|12 22 32 42 52
fat man Gruppen von 1, 2, 4, 8, 16 ... Gliedern zujammen, jedes Glied gleic) dem

groften in der Gruppe jetend, jo ift
i 2 4 8 16
D — 4+ =4 = — 1 ...
<Gtmtptatedt

162
; s . 1 1 1 il e :
Die geometrijdje Reihe 1 - =3 - i - r - 7 = ... ijt aber fonvergent.
7 1, 1 1, 12 R i g
Mg Zfcq Ll 1 1. LOSEEl 1 1
o 3T T T s T T
1 7T 1 1 1
T S . g
e 3 7 9 ___+ D
o 2 D 1 1 1 1 1
alfo — —):1 - — — — — — —
i (4 ¥ 5 T 1518 + 17 :
1 4 7 1
LR L RRRTTTTR R P e
. 4 4 T 1 1 1 1
alfp =—. = . - =1 = — = i
L a R A n o T s
1 74 4 = 1 B
— § s — e S 7 S S A 3 — , mithin
k (o 3 4) *+ 7 e
052 AT e etk Relle i, Sev- o Deiter s Tetrall T : al8 Soktor
o L einev entjpr. Neihe, in dev im Menner die Primzahl 7 nidht mehr ald Faftor
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Mbung 14) Bwei gange Jahlen zu evraten, bie der Gleiung 3 (x+y)=xy—1
figen und dann bas Ergebnid mit dem Yorhergehenden in Jujammenhang zu bringen.
Anmerfung. Der Entwidelung in NReiben ift die in Produtte ugeordnet. Ein Beijpiel

u ergiebt fich aus der Fovmel sina =2 sin (%) cos ((—;) — 2 sin =sin (i—{—%), enn mit

2 2
m Faftor wieder analog verfahren wird. Umitellung dev Faftoven.

. . a A a b1 4
sin a = 21! sin — sIn ——|——)
2 2 2/

i « : a 7 . « 2n o 3n
—923gin(—).sin{——+—)sin{—-——|)Sin|—
(4) (4+4) (4+4) <4+4)
a 4 « 1 .5 /o 2n : a Tn
= 27sin(—) .sin (— sin [—4+—)....sln (—— ——)
(o) o G+ et o) § 8

a mun sin (x +y) sin (x —y) =sin2x — sin 2y ijt und
.. Fd 4 o i 7T aN e = ’
sin (—8— +—é—) — sin (—8——}—?) = cos (g> ift, fo folgt:

sin « = 27 sin (%) [sin? (1—81) — sin? (-;i) ] [sin2 (%’) — sin? (%) 1

o i (DT P a
[sm- (—8—> —sin? (2 ] cos (§>,

auitvitt. Faftoven 3 und 5 waren jchon vorher ausgemevzt. Fihrt man analog fort, fo 1wivd
7T 3 D T A1 A3l
man — Rl ) . D == s
4 4 4 gy 12 32 1o
alle ungeraden Primzahlen als Faftoven am, per Nemner bejteht aber aus Jablen, die um 1
grofer veip. Eleiner al8 bie baviiber jtefenden Primzahlen find, je nachdem bieje burd) 4 geteilt
den Nejt 3 oder - 1 (affen. Solde Jormeln entipredjen zwar nidt einem praftijdhen Bebdiirfnifje,
vermigen aber dod) in andever Veziehung anvegend ju wivten. Dahin gehdrt aud) die aus der

Anmerfung zu 42) fir den Wert « = % vejultierende Formel von Wallis

&

L= (=) (1-8) (o)

. erbalten; in diejem Probdufte gehven dem Bihler

1.8 8.8 T . 2.0 40d.6.06.8.8..
— R g A R ad it — = & a
2.2 @i 6.6 2 138505 .8 09w
ferner L e e R (®ejes und Beweis leidt.)
2 2.9.44.265.18564...

1 e il il 1 N 1
(—1).1.3 3.5.17 7.9.11 11.18.15
¢ enwilhnt werden. €3 giebt jedod) viel fonvergentere Reiben.

o, B S
16 8
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Sl ein « =10,0 , z vgl. 4) und 22) ergiebt jid) hievaus exaft:

=27, g sin 2 (;) . sin? (277) sin 2 (58—7) Ll

oder 1 = 2+ sin? (;) sin 2 (25) sin 2 (%) , wad aud) [eidyt diveft vevifizievbar.

<

Dies fann nun auf l, E ik 2l verallgemeinert werben. Wird Z duvd) N
16:" 32 onu m
dividiert, jo vejultiert fiiv beliebiged a ; m = : 8
R (¢4 s QL =" ‘o o
sin 2 <§) sin 2 (—) sin 2 (g) ‘
sin @ = 2% sin (l) o l—_ [ . 11— ) - cos ((—‘>
\ 8 o 5 LN s 3T 8
sin 2 (—) sin 2 (-—) sin? ( : )
e 8 8 8
und allgemein fiiv m =: m,
sin? (a) sin'l(")
p . a) \m/ m (7]
sina = msin (—) .(1 e -—) (1——A —) ........ cos (7)
\m oo ) e (O . m
sm~( ) sin2 (—)
m m

Dies geht bei wadjjendem m = 2/, was die einelnen Faftoren betvifit, (vgl. 4) exatt in

sina = «a <1 —VHE) (1 = ”aﬁ_‘) (I S 2 )
a2 é (2x)2 \ (3a)2

iiber, ob aber das Produft im Gangen fonvergiert, lafjen wir auf diefer Stuje unbewiejen.

C. Behandlung frummer Linien.®)

43) Dem Lehrplane gemdf Eommen nur die Anfangsgriinde der Kegeljdnitte in Betradt. Dies
jdhlieRt nicht aus, dafy im Untervidhte von der logarithmijdyen Linie, den &pivalen oder bei der
optijchen Polavijation von der Lenmistate die NRebde ift oder daff jonit gelegentlic) Bytloide und
Cpigytloide, Sonchoide, Kardivide und Diokles’ Bifjoide evwihnt werden. ©pezialfille diefer Surven
weifen oft leicht verifizierbare Gigenjdhaiten auf. :
Gewihnlic) mufy man den Radiusveftor r und den Winfel ¢ cinfiihren, den er mit der
x-Aye bildet. ‘

Aus der Gleihung fiiv die Ellipje: Y—; - g- — 1 .= 0 folgt flix x = e, wwenn
a2 2

2 )

e*=a*—b? ijt und wenn das jugehvige y, der Halbpavameter mit p begeichnet wird,

e2 2
Bl g i
as b2
2 b2 42— et b e
woraug p = — und P —= = il ol Tis e =r—
a a az a? a

[¢ wird: numerijdhe Crzentrizitdt genannt] e << 1.
*) €5 fann bei der Neichhaltigeit diefes Gebietes bier aud) nidyt einmal anndfernd ein
Uberblict gegeben werben. Wir bejdyriinfen uns auj Seftor- und Sturvenbogenelement; die Tangente
wurde fdon 28) bejprodhen.
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Aus Figur 19 [in der ¢ ein frumpfer Winfel ift], entnehmen iwiv:

P e _
ek el woraud r? = (x4 e)2 -y

rsing =y |
e oo s b o s b2 2 , b?
Die mit b2 multiplizierte Ellipjengleichung 3 x2}y2=b2 =22 o fann
(1 —e2)x24y2=a2(1l —¢2
gefdyrieben werben *) oder aud) x24-e24-y2=a? -} £2x2
bierzu 2ex =" Dagx ,; eil
e =ace¢, {0 erqiebt die Addition r2 = (a4 &x)?
Fnber r=a-ex [analog ry =a — ex und bdaher r -+ r; = 2a; Fadenfonjtruttion].

Aur—ex=a fligen wirz: —cse=—¢2a
or—e@x4e=a(l—eY)=p
oder r - ercosg = p, woraus jid) der Radiusvettor
i P ergiebt,
1 -+ ecosyg

eine gyovmel, die ebenfo fiiv Pavabel und Hyperbel gilt, nur dafy hier: « vejp. = 1 und > 1 ijt.
Biv die Hyperbel ift der Veweis in derfelben Weife u fithren Aufgabe), fiir die Pavabel folgt er
aué r =TL = p 4 rcos (7 — ¢) unmittelbar.

Penten wiv und nun fowofhl r al8 ¢ von der 3eit t abhingig, jo fonnen wir bei der

Gleichung P, die wiv in: % Y -+ = cos ¢ umformen, beiderjeits dic Gejdpvindigfeit bilden .,
und erhalten nad) III), da p fmtftfnt ift,p
Tr{l r'="Fsing.q
oder r' =% sin R

Sollen aber ¢ und r nidht von t abhingig gedacht werden, jondern nur von einander
F ; 1 1 i = | :
l nad) der Gleichung — — — — £ cos = 0] jo fann nad) ©agl ¢, = ¢ + vl + . gefest
r p p

werden und r,n’r ift dann nad) VII = - 71: 5 & sing.  Gbenjo audy: ry.=r-+¢ r/q, =+ .
P

wo r’q) = 4 £ sin ¢+ L [ wegen . jiehe 44). |
p

re’

44) Jn CGrmangelung eines deutjjen ju ¢ ugehdvigen Buchjtabens, behalten wir den
Budjitaben ¢ bet, unterjdeiden ihn aber durd) ein daviber gefetites Dacdyhen [~], fo daf aljo
P1- — ¢ = ¢ fein joll.  Hievdurd) wird im Vewuftjein die Vorftellung ciner eingigen Grife ge-
walrt, wihrend durd) vorgefestes d fiiv S diiler eine Vevwedhjelung mit einem Produft 3u nahe
liegt, iiberdies die Achtjamteit erfordert wiirde, den Buchftaben d in der iibrigen Redynung zu
vermeiden. Wiv fnnten aud), wenn 3. B. v vorber {don in anderer Bedeutung gebraudyt wive,

) Die Fovm y? = (1 —e?) (a? — x2) fiiv die Cllipjengleichung ijt oft bequem; analog
fitv die DHyperbel. ;

i el
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ri.—r=:1 jegen. €3 exjdjeint aber nidht als wedmdfpig, diefe Vezeihnung Fu einer durd)y-
gehenden zu madjen, da nuv vereinzelt die otwendigteit vorliegen wird, jid) des Dacdhdhens bedienen
au miiffen.

Nad) 43) Haben wir aljo: ¢:r<p’r und rzq‘.r’,l wasd dasfelbe bejagt, und fdinnen

A

daber entweder v oder ¢ in der Nedjnung beibehalten, gewdhnliy wihlt man . Jn Figur. 20)
witd ¢ durd) EgE, veprdjentiert, wenn nuv FE, = bder Ginbeit it und TT, in die Tangente
in T, iibevgehend gedacdht ift. (Vgl. 26 Anm.) TyR wird dann r ¢ ; RT =1 ; T,T =¢;
1

t =y r2fr2g2| = Survenbogenelement; § = 7 r2¢ = eftovelement. [Die Vegriindungen
jind aud Teil 1 3u entnehmen, event. nochmals geometrijd) zu intevpretieven.]
45) Wihlen wir in 43) ¢ =1, aljo die Parabel, jo war r = PS5 ISE DU O
9 Yt s 2cos?(-(’1)
mithin wird dad Seftovelement DS ST . ¢, aljo der Seftor nad) V) 2

8 cost (2>
2

=3 (_p- : )(,2‘ , wenn @ in 100% gleidje Teildjen @ geteilt gedadht ift. €3 muf

/ 2
alfo ( ) — ——B-T—- evmittelt werden.
#  8cost ( . )

Obne Borbeveitung wird der Schiiler den Jnbalt der Klammer, ndmlid) f nidht anzugeben
vermdgen, jedoc) mit Hinweid auf die Ubungen 5. und 6., da
1 ©:5008< @pry isin2 g, 8 . Sinte ..

2 ut,
cost ¢ cost g cos* ¢ cos? g cost ¢
2 : 3 ‘
wird f — P [tan(z)—}—itan (Z)]—i-c =" ¢ 3u jegen fein. Fiix ¢ =:Z
4 2 3 2 = 2
g9
2 2
ift der @eftor mithin = % ( 1+ ;) = ’; . Der Pavameter wird aljo von der

Barabel % p 2 Flacheneinbeiten abjcdneiden.
Da tan (%) | ift (vgl. 27), jo geht der fiir Wintel ¢ erhaltene Seftor OF T,
p

in P~ (¥ - g 4 2) iiber, denn y2 = 2px; Nimmt man ju dem Seftor = Y —+ x_.y
4 \p 3 p p +4 6
dag Dreiet FS; Ty = % (x — %) y hingu, jo wird, wie man ebenfalls durch) Anmwendung einesd

Parabelfatzes und einer geometr. Reihe exfennen fann, das Pavabelfladenjtic O S, T, = L’% Xy.
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Es mup dies ja aud) = 2 p2px| r jein. Jn dev That folgt aus

8 2 o L A 52 i "
)/ = J2px |, bafy in die Klammer ¢ 4 ) X V2px | 3u fegen ift, vgl. Ubung 5.
)X

.

Das Pavabelfladenitite O T, T; Dbetvigt i xy ladeneinheiten. Jm Anjdlujje hievan migen
2 Tlbungen eingejdhaltet wevden, vgl. {ibung 8. ;

flbung 15) Wie grofy wird der Notationstirper, der entjteht, wenn OTy T, um OS,
ald Are rotiert? '
99 % ’
Der Jnhalt ift: 2 yia.r =2 2pxa)rx aljo ( )I = 2 p Xz mithin
0 X
f=x2pa-+tc jx = x2px 3n Worten: ,bad durd) eine zur x Aye jenfredjte Ebene im Abjtande x
0
(vom Sdjeitel) begrenzte Rotationdparaboloid enthilt x2 p 7z Raumeinheiten”.

lbung 16) Gine Sugel durd) eine Ebene zu Halbieven.

Die Ebene {dyneide einen Radiug (R = 1) in der Entfernung x vom Wittelpuntt jentredht.

Durd) Gleidhesen beider Kugeljeqmente ergiedt jid) eine fubijdye Gleichung mit den Wurgeln

x=0; x=-4 )3 ; Die Deutung fithrt davauf, das Analoge von iibung 15 beim Fweijchaligen,

gleidheitigen Motationshyperboloid ju maden. Die Entfernung vom Wittelpuntt O joll + 37 fein.
173%

x2—y2=1; Z y‘-’n.g—:z‘(x?—l)n.g‘;< )/ =a(x2—1)
100: X
f="(x*—3x%)| >R oo wid der Jnfalt : = : (x3—3x42) fiir x =37 3u

;’ By3|—3y3|+2 = i-'— = ber Halbfugel. s ijt aljo:

Sugel -2 Halbtugel = — 12 Halbtugel zu denfen. wgl. 46)

46) [Jummer 46, wie aud) jdjon vorher die Aujgabe am Sdjlufje vou 33) und Anmerfung
ju 42), find nidt zur Verarbeitung im Unterricht 3u empfehlen, bezeidhnen aber die Grenge des
nodh) Grreichbaven und dienen hier zur Abvundung und Lervol(jtindigung des Aujjages. ]

G3 fjoll Dei einer gleichjeitigen Hyperbel der vom Mittelpuntte O audgehende Seftor
AOT, (Fig. 21) beredynet werben. OA=1. <CAOT,=4; Gleifung x> —y2—1=0,

; % 5 1 4
OTy=o0; Dasd Seftorelement wird wie in 44) = = 02%; o02=x2-4y?; pcosd = x;

osind =y, mithin aus der Gleichung: o2 (cos2d — sin2¥) = 1 wird o2 = P , aljo
2 cos (29)
o5 99% 1 % @ 4 / 1
ijt dev verlangte Seftor — > (—7) 9 und e8 muf daher ( ) =
“v )\2cos(29) ¥ 2cos(29)

crmittelt twerden.

Der Sdyiiler wiivde hier wohl an den lognat [2 cos (2 9)] denfen, aber wegen der nad
@aty IIT Hingutvetenden multiplifativen Sovrveftur — 4sin (29) fithrt dies nod) nidht zum Jiele.
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1+ sin(@ z‘)\)’ ly . HESEN, ift , wiivbe ihn
1—sin9) /9 [1—sin(2H]?
wobl faum dagzu fithren, cine LVereinigung von beiden herzujtellen und
1+ sin (249)
1 —sin(29)
weil fie iiber die duvchjchnittliche Criindungsgabe des Sdiilers hinausgeht. €& hatte aljo nod) die
libung (1 lognat lH—S]—n(ZmJ )l vovangejdjictt werden miiffen, die aber al8 jolde will-
8 1 —sin (2 9) o
Eiivlicd) und daber nidht anvegend ift.
Die Ausfithrung ijt nun folgende:

Yuch der Himweis auf Ubung 5, wonady (

= —;— lognat ( ) + ¢ zu jegen. Daber bezeidhnen wir dieje Stelle als jdhwierig,

J _1[1__~sm(zm 4cos(2:’hi]_ cos (249)
? 1-+sin(2d) [1—sin(29)]? 2[1—sin?(2 fh]
cos (24) _ 1
2¢0s2 (24) 2.cos 2 c‘))'
Ter doppelt genommene @eftm AOT(, it uhn [nu AO=1}
lognat ( L -} $in (2 ‘9)) ; lognat ]/ 1+sin(29) | Sldcheneinfeiten. Fiiv ein bejtimmtes
1 — sin (2 9) 2 —sin29) |
X wird er gleid) der 8Iﬁd)enem[)e1t werden. E ad ergiebt die ®leidhung:
|/ 1+S“L?£>_ =e2, wo hier e , die Vajis der natiiclichen Logarithmen von dem e
1—sin(24) | ' g
< el —_ - . oz She 1—1
dev gleidyjeitigen Hyperbel (e = p 277) zu unterjcdheiden ift. €3 muf aljo sin (2 9) = f”;; werden;
e.
; 2e =5 ‘ 21 Vi .
cos (2 9) = -——— folglid) tan ¥ = 1—cos@hH | &82—1 V. pomu y2—3%2—1
: e*—{— SR Vl—{—cos(ZU) pi o i
Lo @R e Hoast e241 1 7 1 1 1
aljp x2( —— ) =x2—1 jomit +x=——"—"—=— (¢ ud y = »(e—»)
! (e_‘3+1) ' ki 2e, 2( '+e_) T e,

cumd x —i(iy)=e =2,71828....

Wird bei einem Kreije vom Radius O A = 1 der doppelte Seftor = O A2 = dem Ein-
feitdquadrat gebildet, jo gehivt der Geftor zum Wintel x = 574 17/ 44,48, bder al3 Bogen ded
Ginbeitstreifes x = 1 ijt (vgl. 35). Wir fdnnen mithin, wenn wir die gleidyjeitige Hyperbel
X2—y2—1=0 a8 x24(iy)2—1=0, alfo al8 imagindve Fortfetung ded Kreijes auf>
faffen, fie dann jedoch nicht mit dem gezeichneten *) veellen Kontur identifizieven, fonbdern beadten,
dafy jie, alé imagindrer Sontur gedadyt, den fonjtanten Radiud 1 Haben muf, obigen Wintel &,
deffen zugebiviger, jedoch) verdoppelter Seftor ja aud) = OAZ =1 war, alé imagindve Wintels

* ‘“m f)ahen daber in dev Figur, weil i einer Drehung um 900 entjpricht, die gleichieitige
Dyperbel in eine yum Kreije jenfredhte Chene gedveht. Dies fann gefdjehen; es ift aber feftzu-
halten, dafy eine veelle Heprdjentation des Jmagindven an jid) nicht miglich) ift. Dejfen ungeadhtet
ntiiffen. nun die Hovizontalen und vertifalen Abmefjungen jtinuiten und man fann 3. B. die Durd)-
idnittspuntte G und G, zweter fich) veell nidht jchneidenden Kveife M und M wie in Figur 22 dar-
ftellen und geigen, daf fie die imagindren Steiner'jden Grengpuntte der andern Sdhar von Kreifen
jind, die die gegebenen vechtwinflig jdhneiden.
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einbeit i anjehen. E3 ift daher x =1 . cosi und iy = 1sini, mithin geht die vorfhin gefundene
Gleidung J in cosi — isini=e_iiber und vevanjdhaulicht diefe in 22) angefithrte Formel.
2 2
47) Mm bei der Ellipfe X—Z -+ Vib)’—”‘ =1 (Fig. 23) ven vom Wittelpunfte O ausgehenden
a -
@eftor AOT, zu beftimmen [<C O == < #], filhren wivr x —acos @; y=>bsin O ein und
erhalten aus der Gleihung x — a cos @ = 0 nad) Sats VII 0y = = 10.
asin 6
Wiv wollen juerjt das Ellipjenflddenitiict A S; Ty bevedhnen und teilen a in 100 gleiche
Zeile x ein, nun mibgen bi8 S; etwa T0= jolder Teildhen angenommen werden. Das einzelne
99 *

Gtreifenelement ift: yr. Bilden wir mun 2 ry = N'bsin® . ¢, jo mup
70 A

E3

. / - 20 p \

( ) =bsin(f)=—ab8}7n()=—ﬂ)[cos(QG))——I].( 1) fein,
(x) asin @ 2 asin @

folglich ift in die Rlammer f =: i—b sin (2 0) — a?b 6 - c zu jegen
und Sag III) f’(x) = g . O/ anguwenden.
e Rty =8

ab . ab
® — 2 = — o (- et S
o f70._. f((_) :7(.))%_ s sin (2 ) 4 (@]

; s e i o BRE ab o
Gllipfenfladyenijtiit AS,; T, = me* - f70*— 2 5 sin (2 O)

hievyu fommnt das Dreiec X_Qy E— a; sin (2 ©).

ab

Aljo wird der u 4 gehivige Cllipjenjeftor OAT, = e,

wo tan§ = ¥ = L0 = X tan © und tan @ = = tan ¥ .
X acos O a b
ol il - s ourd) Cinjats von x
b2} a2tan?2¥
und y =: xtand in die Ellipjengleihung erhalten werden tann und derfelbe Seftor aud) durd
2080 a2b2< 1+ tan29 b 6O

< . 2 o a
— 029 = 9 batte bevecdhnet werden, jo erqiebt fich in ———
Zo* gt =J~3 b2—|—a?tan?-ﬂ)l y % ok el 2

¢

Da nun g2 =1x2-4 y2=x%?4 x%tan?2d =

4

" b2q— aZtan2¢
{tbung 17) Hierfiiv die Probe ju maden und o = 'l/ab E ]/(9',, ; — %Zf) nady-

/ /14 tan2 9
jugleidy bdie ufldjung Fiiv ( ) —% alb? (— TL)

zuweifen [aué tana = : z oder aud) tane —z =0 folgt cosa = ————— und nad) VII)

al, = —+1:—— (vgl. {tbung Ha), aljo ' o gt g Hievin ijt eben a dev Vogen (arc),

1+ z2’

deffen tangens = : z ift.
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48) Fir O =9 = % exhalten wiv aus 47) den Cllipjenfladenquadranten = ab %, aljo
wird die Clipjenflide = abz, wie aud unmittelbar 3u erfenmen ijt, wenn Ty Sy mit Ty S,
verglidjen wird; *) SKreisfldde = a2

49) Gin fpezieller Fall der Kavdivide zeigt red)t deutlid), wie Ddie Regelfdynitte in mandyer
Beziehung andern SKurven an Cinfadyheit betreffs der Behandlung nadjteen. Jn dem Kreife AB
vom Durchmeffer a (Fig. 24) werden von B aus Sehnen gezogen und ftetd um a verlidngert und
aud) verfiirgt, 3. B. BR 4 a exgiebt T, , BR — a [ BR - a] giebt T;.

Nennen wir BT =:r und <C A; BT = ¢, jo wixd

r—=acos¢+a=a(l - cosq) = 2acos? (%) und r — 2acos? (%) —"0
ift die Gleidhung der Suvve.

Nad) 44) wird das Kurvenelement £ = ]/r? “+rz¢2
Danad) Sag I r. =r 4 (;;.r’(ﬁ +.=r-4r i,

[jo v=—4aco ? i @ ',‘/4’:__ ing . ¢
aljo s<2)sn<2) - asing . ¢

jo mirbf:?acos(q]) /sin‘l(—(p—) cos'l(f{—)) . ¢ = 2acos PN ¢ Mithin ift
i Al o | (2) ¢ WMithin i

N s s 2\ 714
ber Rurvenbogen K von A big T, — ZO [2a cos (—‘;—) ] ¢

<

#  Den Wmfang der Gllipje fann man wie in Note zu 35) exhalten. Man fiihre

%— © = vy ein und Hat dann asiny =:x und bcosy =:y, hievaus acosy . =1 und
—bsiny.9=y,alfpt =1 29> =4 VatcosZy |+ b2sin?y =all—esinZy P
¥ /
Mithin Umjang = 4 3 aV 1 — e2sin2y . ¢; Alfo muf ( ' )
l/r
7 Do Dot 2 b S 1 Il L ; el 3 :
=4ay 1 — e2sinw =4a<1 — — ¢2sin2yp — ——etsinty ————— &8sinby )
Y1 — e?siny | = Wisim 7 Lot v+
: . . : 1 : 1
fein. Die ( ) witdh daher = const + 4 a ['lp =5 £? (1/)— siny cos w) £
—1-'—194(3(r'~—sinucos )) — sin 2y cos :)l— s
A R p COS y y L i -

Lo

: J , aljo wenn v = 10009 =
5
2.4

5 ’ L, A 9 E 132 s &% 1.&.D\2 et

efest wird, Gllipfenumfian =2a,,ll—(—) 2—( )‘——(-—) ——...]
st Nands Dol s ) 2) ° 3 . \2.4.6} 5 :
Kreiglinie = 2 a .
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/
¢3 muf; daber ( )(7 = 2acos (% ) evmittelt werden, was fier feine
i 2

Sdywievigeit, wie jonjt gewdhnlicy bei Kurvenbdgen mit fich fiihrt. Die Slommer f wird

| ’
4 asin ( %— ) Lo ¥y Bogen K = A, T ijt aljo 4asin (—(Z—) Qiingeneinbeiten.
. o .
Ronjtvuftion. Wird BA, = BA = 2a gemady, jo ijt AR = 2.2a.sin (—(;—)
fo lang wie der verlangte Rurvenbogen K = A T, Beweis. & A, BA ift gleidyjchentlig,

mithin <C CB A, :L;— und CA, = CA, = 2asin (%) affo A, A, = 4asin <%> =K.

Wir jeben alfo, dafy es aud) fruwmme Linien giebt, die in genau eben jo lange gevabe
Qinien geftvedtt (veftifiziert) werden fdnnen, ofne dafy dabei x in's Spiel tommt. Dev Ausgangs-
puntt aller Sehnen, B (im allgemeinen Falle: Doppelpuntt), ift hiev ,NRitdtehrpuntt”.

Auf die Jwedmifigteit diejer Aufgabe fiiv die Schule bin i) von Dr. Sanio-Jena auj-
merfjam gemad)t worden. Gr {dlagt vor, diefen Spezialfall ,Nettififate” ju nennen.

Aud) die Konchoide ift (ehrreich wegen des Ajymptotenbegriffes.

D. Behandlung numerijher Gleidyungen [Naherung].

50) Da bdiejes Gebict eine eingehendeve Grirvterung evfordern wiirde, mup e nebjt anderm
fiiv diesmal zuviidqeftellt werden. ©3 fann dies um jo eher gejhehen, al3 fein Wert fiiv den
Sdjiiler hinter dem juviitbleiben michte, den Anwendungen der jpharijhen Trigonometrie in
mathematijhen, geographijhen und nautijhen Aujgaben mit fih bringen.*)

Riv miiffen aber aus demjelben Grunde aud): E. Die jphdrijdje Trigonometrie
libergehen.

F. Das phyjijehe Pendel.

51) Bwar find aud) hier einige Sie vovanzujdiden, jedod) evideint das phyjijche Penbel
au widtig, um es unevwihnt zu laffen. Gine Andeutung der Vehandlung ohne weitere Grovteruny,
etwa Das, was beim lntervidte an der Tafel und nacdhher im Gedadtniffe firiert wird, mige
audreiden.

Def. Statijhes Moment. = -4 m.a ,Bewegende Kraft™) mal Lot auf bdie ...

Ridtung der Kvaft”; Drehungsdfinn; Grundiat: ,Dev Angriffdpuntt fann in der Ridtung dev
RKraft veridoben werbden.”

#) 5 mag daber auf den Anbang zu Mehler’s Elementavmathematit und auf ablreide
Yufgabenjommiungen, 3. B. O. Hermes, Berlin, (Springerjder Verlag) beiiglic) diefer Liiden
vermiefen verden.

#) Pgl. Note ju 51. Statt m ijt an der Crdvberflidhe: mg u denfen, g hebt fih im
Cage jedbod) Heraus.
6%

SRS
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Sap itber ftatijde Womente. ,Die Summe der ftatijhen. Momente ift Null, wenn feine
Drefung ftattfindet.”

Z—{— ma =20
Beweis. 63 jei bereits Gleihgewid)t eingetreten, jo gilt:
Sig. 25. 1 ' Sig. 26.
m :m, = sina, : sina, ‘ Ausdehnuung auj 3 und mehr
i ' | ftatiidye Womente. AB fei =1;
a, a, i 1) Hingufiigung voun
= S s == ‘ Lo W0y sl
P P nad) dem Borigen:
+ m e 4+ (—ma)=20 e = L.0m &j=20

fitv zwei ftatijde WMomente. m, 4, — 1A =4

ot |~ dw (my a, o= 0
2) Diefe Paare werden abgehakt,
wodurd) feine Drehung veranlaft
werden fann. €3 bleibt:

o = M 1 Wy )

...... =0
Folgerung fiiv den Sdwerpuntt S = (x;y)
Zmé 2 my
(3 s X = i p PRl
(3.) m / y M
wenn M die Gefamtmafie = 2 m. Beifpiele:
_ (A... Arenpuntt (beliebig) AB = 1. cm
Fig. 27 ) m, — 4 Gewidtseinfeiten®) 3, =: 1l.cm | o
\ . 3 _ [ m=r.
(M= 3 " £, =:1b.cm )
x= AS = iﬁﬁ — 17, aljo BS=06; SC =8; Debel; Scpwerpuntt des Drei-
1

et8, Tetraeders, Sreisbogens etc. . . . Guldinjdje Hegel; . . . . . [Berjdjiedene Mufbﬁngepunfte ;

[abil ; ftabil.]
()i Bemerfung. Falt Ain S, fo nmup Smé=0; 2 my = 0 werden, weil 0; O

peraudtommt.

52) Trigheitdmoment. [Grundjag vom Swung und Beharrungdvermigen: B; wiv

wollen diejen Budftaben fiiv das (beliebige) Trdgheitsmoment wiihlen, um BVerwed)felungen Fu
..(5.).... vermeiden] Def. Triigheitsmoment um beliebige Ave: B = m.a%. Satp itber das Trdgheits-
..(6).... monent B=:B+4 Ms2.

#) Wir braudjen fiiv unjern jegigen Fwed ,®ewidtseinfeiten und Majjeneinheiten” nidt
su jdpetden (f. w. u.). '
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Beweis, Fig. 28.%*) B=ma2= I ms2+md24m.2s¢), weil
a?2=s2+4d242s¢,...... =2 ms24 2md2 -4 0 nad) (4)
= MWs? 4+ B ,bdad Triigheitdmoment um eine
beliebige Axe ift gleid) dem Trdgheitdmoment um eine durd) den Sdhwerpuntt S gehende Pavallel-
are, vermehrt um die Gefamtmaffe mal dem LQuadrate ded Abftandes beider Aren”.

53) Der Sdywerpuntt S des ftarven Kbrperd & fei von A der Drehungdare s entfernt. Dex
unteve Pfeil giebt die Richtung an, in bder fich der Kdrper bei einer Penbdeljdwingung zur Jeit t
bewegt.  Jn diefem Augenblide werde ein jeded Majjenteilhen [al8 Reprifentant fei m gewdhlt]
durd) eine ,aufhaltende Kvaft” in der Ridtung des obeven Pfeils, aliv aud) der ganze Korper,
sum Stilljtande gebradyt. Fig. 29) Hat fid) S aud der Vertifalen um < ¢ bewegt, fo ift dies
wegen dev Starvrheit aud) mit jedem Maffenteilchen der Fall; Wintel (m) A m = ¢; Das
Najfenteilchen m Hhat aljo in der Beit, wihrend der Schwerpuntt aud der Vertitalen nad) S ge-
{angte, den Bogen a ¢ durchlaufen; feine Gefdywindigleit an der Stelle m ift aljo a ¢/, die Ve-
fdhleunigung ift a ¢, die bewegende Kraft ma ¢”, mithin mufy die aufhaltende Kraft = — ma ¢
fein und dad zugehirige ft. WMom. mup, da dag Lot auf die Ridhtung diefer Kraft der Rabius a
ift, = — mazg” jein. Hierzu fommt die vertifale duRere Krafjtfomponente — mg und deven

Weoment ijt: — mgé. Da der Korper nun ftill fteht, muf 2 (—ma2ep? — mgé) =0 fein, ...

die 2 in Vegug auf alle Maffenteilden gedadht; m, a, & fnnen fidh dndern, ¢ und g nidt;
€s wird daher Gleihung (7) aud

4, Xmat=—gZmé, und da
Sma?= B =B+ s2M nad) (6) war,
q‘”=— g2m¢” ta Ao ER
)
B + sz §E¢s?
nm !

nad) (3) gejdhrieben werden diirfen.
Hierin fann die Sdpwerpunttabiciffe x durd) s . sin¢ evjelst werden. Wird yur Abtivzung

der Ausdruct: gB~ mit ¢ begeidynet, jo erhalten wiv (8) in der Fovm:

s
ph el B o o E R —gsin(p, wenn € =:06-+s.
B s o+s g
Ms
Die Gleidung: ¢ = — S sin war aber die eined mathematijchen Pendels, vgl. 35).
jung 5 P ;08

LY

(B). ,Das phyfiiche Vendel {dhwingt alfo mit einem mathematifdhen tjochron, deffen Linge £ = dev

GEntfernung des Aufhangepunttes (Axe) vom Sdhywingungdpuntte ijt, lebtever liegt um ¢ = 533?
s

tiefer als der Shwerpuntt S.  Das auf eine durd) den Schwerpuntt gehende Pavallelaye bejiigliche
Trdgheitsmoment B = 3 m d? fann nun entweder praftij) durd) dag Reverfiondpendel oder in
eingelnen Fdllen duvd) die Ausfiihrung der Summation beftimmt werden.

(1

Dtk

..(9.)

#) @bene I ijt beftimmt duvd) die urfpriingliche Are und den pc[)mexpunft Ebene 1I :

fenfrecht zu I duvd) ein gedachtes Majjenteilchen m.
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54) Das Reverfiondpendel (Fig. 30) muf jo lange forvigiert werden, bis es um Are A (I)
ifochron wie um Are A, Lage II jchwingt; Wir haben fiiv I die Gleihungen, wenn % = k2,

[S+0=8 e 3 5 &1 |+rl "
e s und fiiv II nad Jnmua]e@ung. R SPTE Y

nod) W dndern.

denn e fann jig weder B

Jft nun das ‘ﬁenexﬁonépenbe[ jymmetrij um eine Hovigontale Axe, jo tdunte, da bdieje
jymmetrijhen Gleihungen *) jiwei Werte fiiv s und 2 Werte fiiv o, im gangen aber nuv ywet
veridyiedene Werte huben, s =s; und ¢ = o, fein, wad nichts exgeben wiirde, ift es aber un-
jymmetrijd), fo muf jetit s = o, und o = s, jein. Daher witd &€ =s +s;, das ijt die Cnt
fernung her Ayen AAI. ‘JTEan exhilt jehr genaue Rejultate (Befjel)

= = ~Bexjchiedenheiten von eologifch widytig
Zra +149 o idyiedend g geologijdy widytig.
55) Das Peubdel fei eine jehr diinne Stange; @ Centimeter lang; Homogen. FFig. 31
Die Lingeneinfeit jei der Gewichtdeinheit entjpredjend. s=: »_)-; M = a Gramm. **)
- = X2r, wo ¥ = ——— Oramm ; ( —
S‘ £ 0 j I
as
mf— +C f499=j)’4-|—c;f020
3 3 2 2 (5
u[ioBzf‘,,;B:“_ kf.):sz“,-!‘A:ff:,; Lz“_|_“=3a
2 24 12 M 12" . § 6 2 6 3

,Die Fadenliinge des Forvejpondievenden mathematijhen Pendels betmgt 23 Der Qdnge der homo-
genen diinnen Stange.”

56) Sreisrunde jehr diinne Scheibe . =r2x Fig. : s =:r. Die Quabdrateinheit
entjpreche der Gewidytdeinbeit; der Radiusd fei in 1000 »z,et[e x getet[t wir mﬁen bie in Dberjelben
Gntfernung x von dem Sdjwerpuntte S liegenden Teile 7 (X +1)? — X*a=2XaY +12n

999
in m zujammen und bilben B=3%" m.x?= Y?xlfng—{—gj‘-’nx‘-’:? 2x3x—4rax?)y

0
/ / |
a[fn( ) —2x37—|—;7x- mithin f = ——7+;7—+c1-§8irbin100*
X 0

P T b ) : ; r4 : B rtm
Teile geteilt, o ift bas Refultat exaft B= —a; k2= — = —— da W =r?a. Gramm;

2 M 2ra
e %; = ‘%r nbeti;— d, wenn d der Duvdymefer. ,Die Fadenlinge des forvejp. math.

Pendels ift 3/+ vom Durdymefjer der Scheibe.”

Q
*) Man Io]e xy ok A s qn auf;

%) 2Bgl. b1, %)
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lbung 18) Die Sdjeibe wird von Fwei fongentrijden Kreijen begrenst.

B = (r*—g*A) ;7; M= (r2—o3a; o= <r+ Q—r.> ;,‘8221—1—%

&

d —|— ; Wwird o nahe = —g—; jo witd €=d. ,Dad forrejp. math. Pendel eines

bunnen fxevSfornng gebogenen Drahtes ift = dem Durd)mefjer ded Kveifes”.

fbung 19) Sugel ; Rabdius R. (Fig. 4) €& wird bhier leiht der Fehler gemadyt,
bas Trdgheitsmoment um den Mittelpunft, anjtatt um eine duvd) den Mittelpuntt gehende Aye

ju bilden. Die Kubifeinbeit entjpredhe der Gewidjtseinheit. M = i R3 7. Gramm. (Vgl. 24.)

B 999 y4 a
e Zo - r ; nad) H6 fiiv die eingelne Sdeibe = <R2 == X2) ?&'i
/ / Rin il Xtan a R2x8
= — R2x2; iR — — ; c
(; )x > e BT B 1(,
(.) "~
.,B=R:)n_4_/- =R5,—,,§,~ k~z=2R ,-,;_—_Q_R; 8:‘R=7E. ,Die  Faden:
2 15 - 15 ) 5 b} 10

linge des forrefp. math. Penbdels ijt 710 ded SKugelduvdymefjers.

{tbung 20) Diinne Platte in Form eined NRedjteds, defjen Linge = a = 1600 y; Breite .
— b = 1000 r; M = ab Gramm. Fig. 33; m = ry. Die Entfernung desd Teildjen3 m von einer
burd) den Schywerpuntt gehenden Pavallelaxe S; S || Ay A wird yx* 4 y*|. Denten wir juerjt y

499 y /
wie fonjtant und bilden: 2 (x‘l + y2 ) r, fo folgt aus ( ) = x2 4 y?, baf
0 /x
X 5 b3 '., b g ARG A
f = = + y2 x4 c ijt; f590 = ) —+ y2 5 + c; fo =c. Ul ijt in Bejug auf einen

horizontalen Streifen das (SLJebmé + y2 — ; % wird mithin

799

ey )mem;
/ 3 3
( =2y e =Dyl bR = e
y 24 2
SR ab ab =
Fog = ¢, aljo 5 = pry (a? 4 b2 Zrigheitdmoment B aljo = T d2, wenn d
d?2 d2 a a dz2 ¢
ie Di 3 N 3. k¥ =—; 0 =—; 8 =—; 8=— — ; Birb d =
die Diagonale des Nedyted : e el s o & - -+ = iv
a ., indem b fehr nabe Null, jo ergiebt fid) wie in 55) € = 2; .

fibung 21) G5 fei jept die Sugel nicdht wie in {ibung 19) an einem Puntte dev Ober-
fliche, jondern an einem Faden von der Linge a Fig. 34) aufgebingt, deffen ®ewid)t 3u ver-
nachldjfigen ift.
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IR? IR?2
G s ag B ode 2 opn e e B B B
15 3 M 5 5(a-+R)
IR 2
¢=a-+ R+ #2_ R7). Bet groem a, vefp. fleinem R wird ein nur wenig tiefer als dex
5(a

Sugelmittelpuntt gelegener Punft zum Schwingungdpuntt, und wiv ndhern uns der Vorjtellung
von einem mathematijchen Penbel.

57) PBeftimmung der Majfe der Crde; — . ...

58) Penbdeluhren; Mefjung dev Feit.

G. Die Keplev’idhen Gejesse.

59) DBei bdiefem Gebiete vornehmlid) liegt es nahe, einen bijtovijhen Cingang zu geben.®)
Gine weiteve Borbereitung wird durd) den iiblichen Beweis des Fladjenjates und duvd) Crirterung
der Sonftanten K2 des Sonnenjyjtems (K = 0,0172 .) im Bergleid) zur Gravitationstonjtanten
g geboten. Dev Mond erhilt von dev Grde eine Bejdhleunigung, die nuv ca. einen WMillimeter
betrigt.

Grivterung®*) folgender Tafel T = 365 ,24222 ‘Iage- i
Dr. = 2T, 212 143 Sage 510 = 865,056 , &
)P cr =Rl pdel 9660y a = 365,25997 ,
o = 21,3821 667 , §
) a = 27", 556 28b ', 51 l T tropijd.
A == B0 o fiderijc)
| Sonn. = 30, 436 852 | a anomaliftijc.

Riien der Kunoten 2 und g5 ; Prdzejjion der Tag= und Nadtgleiden.
60) 3wei Majjenpuntte . m und m; ; €8 wird die Bejd)leunigung, falls die Sonne
&
K2 m

fejt ftinde = — ——— und Ddie Anziehungstraft umgetehrt proportional dem L"uadrate dev
r'..

Entfernung r und proportional den Mafjen =

K2mm ; )
— ———"' angenonmen wird, und dic Ve
r-;

*) Bon Gopernitus [1473—1543] ausgehend, an Gallilei [1565—1642] evinnernd, verieile
man bei einem Qebensbilde Joh. Kepler's [1571—1601—1630], der zu Prag Gebiilfe Tydpo de
Brahe's war, dburd) ,lang fortgefepte Nadytwadhen den Kriegsdgott Mars iibevivand” und jeinen Weg
erfannte, 3u ¢ing und als Beitgenofje Wallenjteins zu Roftot lehrte.

Seine Gefege wurden von Newton [1642—1727] als notwendig abgeleitet.

Audy auf Gauf [1771—1801—1855] theoria motus corp. coelest. [1809] ijt bin-
swweifen. [ Ajteroiden. ]

#) Diefe Erirterung, die wiv fibergehen, ift deshalb notwendig, weil bei mehr ald
2 Maffenpuntten auch die Kepler’iden Gejege nuv eine Anndherung darftellen. Kompliziertheit
per Mondbewegung. :



2
jdhleuniqung, falls die Erde feft ftinde = — : ?l jente, indem duvd): m,, dieje, indem duveh:
r-
m dividiert wird. Die Gejamtbejdhleuniguny ift folglid):
2 S
R e ). BP0 (1 +n—l'> = — Bk, wenn k =: K2 ( 1 +n_1,) ’
r2 r2 m r? m

Da ed und nur auj die Kepler'jen Gejepe anfommt, jo wenden wiv Sag X nur fir
die Majle m [@] an, die wiv aud) = 1 fegen fdnnen und nehmen bereitd al3 davgethan an, daf
die Bewequng in einer Ebene erfolgt. Nadhh Say X find x/ = X und y” = Y bie

(- k cos ¢ ksing (. a mk s
Gleichungen, X = + R i Y = — T die Somponenten von T ; &g, 19) [<C e
fei ftumpf.] Die Gejetse werden fid) aljo aus:

kcos ¢ k sin ¢
x =— Y ud yv = — = —q—’
r‘_ r2
crgeben mitfen. Wihrend beim Pendel: ¢ fonftant wav, dndert fid) Hiev: r mit der Jeit t.
X = —rcosg; X/ =rsing . ¢’ — coser’
V= rsing ; y/ = rcosg . ¢’ 4 singr/
; . : k cos
x4 = rsing . ¢# 4 rcosqg . (¢/)2 4 2sing . r’ q{ — cos¢g . r = —rq—(’—
" u" : /)2 9 Ll g " ksing
y/ =rcosg . ¢ — rsing . (¢)> + 2cosg 1/ ¢/ + sing r’ = — ——
r2

61) tehmen wir nun die evjte Gleihung mit rsin ¢, die zweite mit r cos ¢ und
abbdieven, jo exhalten wir r2 ¢/ 4 2r¢’/r’ =0, woraus:
r2 g/ = c ju jdliegen ijt.

q

Da gy =¢+tg’+. nad) Sag Iijt, o iftte’ = ¢ —¢ = ¢.und ¢/ =
t
3 a7 VO ; et et . :
aljp r2 ¢/ = 7 bas bedeutet: das in dem Seitintervall t duvchlaufene doppelte Seftovelement
t

(Bgl. 44); da bierfiir nun eine Konjtante exhalten worden, jo mufy jid), wenn t zum Beijpiel ver-
boppelt wird, aud) r2. ¢ genau verdoppeln, welde Feit t aud) angenommen wird; &8
werden aljo in gleidgen Beiten gleide Seftoven durdylaufen vom Radiusveftor devjenigen
Qurve, auf der dev Planet m; geht.” :

62) Sweitens nehmen wiv die erfte Gleidung mit — r cos ¢, die weite mit r sin ¢ und

, —k i S s ; s
erhalten: —r2(g/ )24 rr¥ = —= . @3 liegt nabe, die Gleihung mit r2 zu multiplizieven,
r
weil r+ (¢/)2 = c2 nad) (F); e8 exgiebt fich
2 pl 1 k
— gt rd = kb — = — — iy Glafi
c? I c?

k,z fonnen wir: jegen als befannte, fid) nicht dndernde Grdfe. €5 geht aljo Gleidhung E in
c
2! 1 LV . G ain ) S 0 | 1 €
A A {iber. Yun Hatten wiv in 43) Fovmel Q fiiv die Ellipie — = — 4 — cos ¢
c? r p v P

AE)+
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. die Gletchung: r/ = © sin ¢ . r2 ¢! abgeleitet, und jollte die Vahn von m,y eine Ellipje mit dem
p

Brennpunfte: m [@] jein, fo fonnte die lepte Gleidung: r’/ = L sing.c gejdyrieben werden
p

ober, wenn beiderjeitig die Gefdhwindigfeit genommen und mit r2 multipliziert wird:
g ¢ 3

r2rf = % cos¢.q'r2c ober
r2ré = - cos g c? oder aud)
p
Ve 1 1 T ek ; a5 A s 2 eh
oo = - — —; dies ift Gleidung (E) und diefelbe jagt daber aug, Haf jid) devr
c* 5 p
Planet in einer (,[[tp]e bewegt, deven einer Slhcnnpuuft die Sonne iftY und Ddeven
c? c? ’
Halb-Parameter p = = = ift, wenn m = 1; Wan muj.
: k (1+nu) T (1+m.) : :
m

aber bei Diefem ®efese fefthalten, dafy bdie Sonme jelbjt wieder eine Vewegung audfithrt, und
auferdem bdev Scdywerpuntt des Syjtems im Weltenvaume fich auf einen Punft des Himmels
hin Deveqt.

63) Da nun die Gllipfenfliche 48) abx von Radiusveftor r in der Wmlaufzeit T be-

i b? c® 42%2b2a? 2 aln?
ftrichen wird, jo mufy 20w =c fein, p=—ud k= —= — 7— : b— - da'ms
_p: T2 a Tz
R i L : 4a,3n?
es it aljo fitv Planet m, K2(1 A 2‘—‘) e R
m T;2
oA 4 adn?
fiiv Planet nty K’(l 4 1112) P e B
T
mithin fanm, wenn m, und my entweder einander an Waffe g (eiden, ube1 wenn nt, die Mafje des
. 4 32 4 A3
Bentvaltdrpers fie bedeutend iiberiwiegt, f% jf = T’ L . gefest werden oder
) 2

a3 a8 == T\2: Ty?2. -, Die Kuben der grofen Ayen verhalten jicdh) nabhezu wie dic
Quuabdrate der Umlaufszeiten”. Aus der Abweidung tann ein Shluf auf die Majje dev
Planeten gemacht werden, wenn die \Wune bes einen 3. B. ver Grde, vergl. HT) befannt ift.

Beijpiel. & und ¥; 203: 7,88 = (365)2: Ty2; T = 88 Tage; Umlaufézeit des
Werbuns.
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Die Kepler’jchen Gefege und Newton’s Crtldvung derjelben [ehrten die Bahn dex Grde und
die Lage Dderjelben im. Sonnenjyjteme mit gejdhirvitevem geiftigen Auge betvadhten.

Gleicherseit war das phyfijhe Auge durvd) Grfindung und Bervollfommunung der Fernrifhre
mehr und mehr vaumduvd)dringend geworden und jo fonnte die Dauer dev Periode der Erd-
bewegung, das Jahr und damit die Ginbeit der Seit, die mittleve Beitfetunde ftreng definiert
und aud) wegen der gegliiften Mejjung der Feit durd) dad Pendel feftgeftellt werden.

Die Fovtjehritte der Aftronomie famen wieder dex Gradmefiung zu gut und evmiglichten
mit Hilfe des Mitrostops eine dhnlich genaue Bejtimmung der Liangeneinfeit.

So wurden bdie Ginfeiten, die der Gejdpindigteitslehre 3u Grunde liegen, gewonnen und
war durd) Aniwendung der Gefhwindigteitslehre jelbit. ‘

Die Vedeutuny diefer Lehre fiiv den Unterridit geht iiber die genannten Gebiete A) bi3
G) binaus, indem nod) die

'

Wellenbewegung

gleihiam eine andeve Art des Penbdels, die ja jelbjt ein Gemeinjames fitv Qichi=, Elettrizitdts-,
Wiirme- und Schalllehre bildet, hingutritt und ohne den Begriff der Gejchwindigleit nicgt evklirt
wevden fann.  Die Wellenlehre liegt daher allerdingd aud) in unjerer Aufgabe, doch wird fie
beffer etnen Teil fiiv fi) ausmadjen; in dem Fuvor forgfdltiq die Grenge bes nodh) zur Schule
gehdrigen fejtgeftellt und eingehalten wird.

Trop diejer und andever Unvolljtindigkeiten in der Ausfiihrung glaube ich gegeigt zu haben,
baf die Gejdhwindigteitslehre in der That ein multum fiiv den Edjiiler der oberen Stufe fein
Fann, daR jie webder ju jdpwierig nodh u zeitraubend ift und daf man bei ihrer Grfldvung eine
Nenge Begrifie, Worte und Beichen, namentlid) die Grengbetvachtungen, entbehren fann, die jonjt
mit diefem Gegenjtande ungevtvennlid) verbunden jdhienen, aber uv Crivterung in bder Sdhule
nidyt geeignet waven.

Bervidtigung:

Geite 7, 3eile 21 von oben lied: . . ‘ﬁnberung
i Sy b " y - - bt auj,
e BT T L s e eIt
w9 4 16, unten , .. an einer t9 = 2,2 Gek. entjpredjenden Stelle,
e iy v 18 I gy - - Gubtraftion:

n 12, 2, oben find die Bruditride in Hihe des ®leichheitszeichens zu ftellen.
pw 4, 6, unten ift der Faftor f™ Zuzufiigen.
w26y 9, [eBi. . givedmiBi,
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