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L. Beitrdge ==

Analysis des Beweises geometrischer Lehrséitze.

Von den beiden Beweisformen geometrischer Lehrsitze, dem direkten und indirekten
Beweise, ist ersterer der bei weitem am hiufigsten angewandte. Die allgemeine Ansicht geht
dahin, den indirekten Beweis, welcher bei den Schiilern fast nie eine volle Befriedigung hervor-
ruft, nur in den seltensten Fillen zu benutzen. Von dem direkten Beweise im engeren
Sinne mochte ich noch seiner vollstindig abweichenden Entwicklung wegen den ,An-
schauungsbeweis® abtrennen. Der Anschauungsbeweis ist jedesmal dann zu benutzen,
wenn die Behauptung einen vollig neuen Begriff bringt oder, wie man sagen kann, wenn ein
Fundamentalsatz zu beweisen ist. Die Zahl der Fundamentalsiitze ist keine sehr grosse.
Es gehoren hierher der Satz von den Nebenwinkeln, der Satz von den Gegenwinkeln an
Parallelen, der erste und dritte Kongruenzsatz, Teil I, nach Kamblyscher Zihlung. Diese und
noch wenige andere Siitze bilden den Grundstock des mathematischen Lehrgebdudes. Die Art,
sie zu beweisen, ist eine von der sonst iiblichen abweichende.

Im folgenden soll nur vom direkten Beweise im engeren Sinne die Rede sein.

Es ist allgemein iiblich, den zu beweisenden Lehrsatz vom Schiiler so umformen zu
lassen, dass er die Gestalt eines Bedingungssatzes annimmt. Es ist ebenso gebriiuchlich, dem
Schiiler einzupridgen, dass der Gedanke des Nebensatzes in die mathematische Zeichensprache
iibersetzt in die Voraussetzung kommt und der Gedanke des Hauptsatzes in die Behauptung.
Wie aber der Schiiler nun weiter zu fiihren ist, um auch den Beweis des Lehrsatzes zu finden,
dariiber gehen Ansichten und Methoden weit auseinander.

Nach Aufstellung der Voraussetzung und Behauptung gebe ich dem Schiiler zuniichst
den Begriff der verallgemeinerten Behauptung an die Hand. Die verallgemeinerte
Behauptung erhalten wir, wenn wir die Behauptung von allen willkiirlich gewihlten Zeichen
befreien. Wenn z. B. die Behauptung des Satzes von den Scheitelwinkeln heisst: Winkel «
gleich Winkel #, so heisst die verallgemeinerte Behauptung: Winkel gleich Winkel, denn die
betreffenden Winkel mussten nicht notwendig ¢ und # genannt werden. In #dhnlicher Weise
erhalten wir als verallgemeinerte Behauptung des Satzes von den Nebenwinkeln: Winkel plus
Winkel gleich 2 R.

Die verallgemeinerte Behauptung bringt als néichsten Vorteil eine einfache Gruppierung
der Lehrsidtze. Eine Reihe von Lehrsiitzen haben die verallgemeinerte Behauptung: Winkel
gleich Winkel, z. B. der Satz von den Scheitelwinkeln, die Sitze von den Gegen- und Wechsel-
winkeln an Parallelen. Andere Sitze wieder haben die verallgemeinerte Behauptungsform :
Winkel plus Winkel gleich einem Winkel von bestimmter Gradgrosse, z. B. der Satz von den
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Nebenwinkeln, der Satz von den entgegengesetzten Winkeln an Parallelen, der Satz von den
Dreieckswinkeln. Andere verallgemeinerte Behauptungsformen sind: Winkel ungleich Winkel,
(Beispiel : Der grosseren Seite eines Dreiecks liegt auch der grossere Winkel gegeniiber)
Strecke gleich Strecke (Beispiel: Tm Parallelogramm sind die Gegenseiten einander gleich),
Strecke ungleich Strecke (Beispiel: Dem grisseren Winkel eines Dreiecks liegt auch die
grossere Seite gegeniiber) u. s. w. Ferner ergeben sich inbezug auf die Winkel noch Unter-
abteilungen, wenn man darauf achtet, ob die Winkel an demselben Scheitelpunkte liegen
(Nebenwinkel, Scheitelwinkel) oder an verschiedenen Scheitelpunkten liegen (Gegenwinkel,
Dreieckswinkel).

Soll nun ein Lehrsatz bewiesen werden, so bilden wir uns die verallgemeinerte Be-
hauptung, iiberlegen uns ferner, welche uns schon Dbekannten Siitze dieselbe verallgemeinerte
Behauptung hatten. Im allgemeinen werden wir bereits mehrere Sitze mit derselben ver-
allgemeinerten Behauptung kennen. Jetzt heisst es, aus diesen Sitzen den geeignetsten oder
den unserem zu beweisenden Satze am nidchsten liegenden herauszufinden. Dabei stellen wir
das Prinzip auf, moglichst wenig Hilfslinien zeichnen zu miissen. Ferner ist uns
jetzt, wenn die Behauptung von Winkeln spricht, die vorher erwiihnte Einteilung der Winkel
in solche an demselben Scheitelpunkte und solche an verschiedenen Scheitelpunkten von Nutzen.
Haben wir herausgefunden, welcher Satz dem zu beweisenden Satze am nidchsten
liegt, so beginnen wir den Beweis des neuen Satzes damit, dass wir die bewiesene Be -
hauptung dieses nidchstliegenden Satzes in geeignetster Form hin-
schreiben. Um aber jedesmal wieder diese geeignetste Form zu erhalten, miissen wir den
Begrift der brauchbaren und unbrauchbaren Grossen einfiithren. Wir definieren
folgendermassen: Brauchbare Griossen sind solche Grossen, welche in devr
Behauptung des zu beweisenden Satzes stehen, alle iibrigen Griossen sind
unbrauchbar. Jetzt wissen wir, welches die geeignetste Form des ersten Satzes unseres
Beweises ist; dieser Anfang des Beweises muss so geformt werden, dass er moglichst viel
brauchbare Grossen enthidlt. Die Weiterentwicklung des Beweises fusst auf dem Prinzip :
Hinausschaffen der unbrauchbaren Grossen, welche man vielleicht durch
Unterstreichen dem Schiiler besonders kenntlich machen kann, und Hereinbringen der
braunchbaren Grossen. Dabei ist vor allem die Voraussetzung zu beriicksichtigen.

Es kann vorkommen, dass auch dann, wenn wir alle unbrauchbaren Grissen im
Beweise durch brauchbare ersetzt haben, doch noch nicht genau die Form der Behauptung
erscheint.  Wir sind dann zwar inhaltlich mit dem Beweise fertig, aber noch nicht der
iusseren Form mnach. Wir erhalten jedesmal durch Anwendung der Grundsitze leicht auch
die richtige Form. .

Einige Beispiele sollen die ausgefiihrte Methode erliutern. Bei der Auswahl der Sitze
war fiir mich der Gesichtspunkt massgebend, moglichst verschiedene verallgemeinerte De-
hauptungen zu erhalten.

1) Der Satz von den Wechselwinkeln an Parallelen.

Die Behauptung: Winkel « gleich Winkel # wird verallgemeinert, wir erhalten:
Winkel gleich Winkel. (S. Fig. I.) Diese Behauptungsform trafen wir schon an im Satze von
den Scheitelwinkeln und im Satze von den Gegenwinkeln an Parallelen. Welcher von den
beiden Siitzen ist der am nichsten liegende? Der Satz von den Gegenwinkeln an Parallelen,



denn die Winkel, deren Gleichheit hier bewiesen werden soll, sind Winkel an verschiedenen
Scheitelpunkten. Wir beginnen also unseren Beweis mit der uns aus dem Satze von den
Gegenwinkeln bekannten Tatsache. Aber wir wihlen aus den vier Paaren von Gegenwinkeln
in der Figur ein solches heraus, welches eine brauchbare Grosse enthilt. Wir fangen daher
an mit der Gleichung; Winkel « gleich Winkel y. Hier tritt die unbrauchbare Grisse y auf,
wihrend die brauchbare Grosse # noch im Beweise fehlt. Der Schiiler erkennt sofort, dass
er fiir die unbrauchbare Grosse 7 die brauchbare (Winkel / = Winkel 7) einsetzen darf,
da Winkel £ als Scheitelwinkel ist. 2

2) Der Satz von den Dreieckswinkeln.

Die Behauptung: Winkel « plus Winkel g plus Winkel » gleich 2 Rechten liefert die
verallgemeinerte Behauptung: Winkel plus Winkel gleich einem Winkel von bestimmter Grad-
grosse. (S. Fig. I1I.) Wir miissen also hier entweder den Satz von den Nebenwinkeln oder den
Satz von den entgegengesetzten Winkeln an Parallelen als Hilfssatz benutzen. Die Dreiecks-
winkel sind aber Winkel an verschiedenen Scheitelpunkten, folglich ist der Satz von den
entgegengesetzten Winkeln an Parallelen der nichstliegende. Wir sind gezwungen, uns die
Figur des Satzes von den entgegengesetzten Winkeln an Parallelen herzustellen. Dazu fehlt
uns aber nur noch zu einer Geraden eine Parallele, d. h. wir miissen zu einer Dreiecksseite
noch durch einen Punkt, am einfachsten durch den gegeniiberliegenden Eckpunkt die Parallele
ziehen. Dann entstehen entgegengesetzte Winkel an Parallelen und wir erhalten: Winkel
DCB + 28 = 2R. Wihrend Winkel # und 2 R brauchbare Grossen sind, ist ZDCB
nur zum Teil brauchbar; wir zerlegen also Winkel D (!B in seinen brauchbaren und unbrauch-
baren Teil und haben dann: 2o+ —y-+ 2 A8=2R, worin die unbrauchbare Grosse durch
Unterstreichen kenntlich gemacht ist. Jetzt ist zu tiberlegen, ob wir nicht die unbrauchbare
Grosse — o durch die noch fehlende brauchbare Grosse . « ersetzen konnen. Wir erkennen,
dass 0= - « als Wechselwinkel an Parallelen.

3) Wenn man einen Punkt innerhalh eines Dreiecks mit den Endpunkten einer Seite
verbindet, so ist die Summe dieser Verbindungslinien kleiner als die Summe der beiden anderen
Seiten des Dreiecks. (S. Fig. III.)

Behauptung : Seite A C 4B C7 A D + B D, oder verallgemeinert : Strecken ungleich
Strecken. Wir werden hier auf drei uns bereits bekannte Sitze hingewiesen, niimlich a) aut
den Satz: In jedem Dreiecke ist die Summe zweier Seiten grosser als die dritte Seite. b) auf:
In jedem Dreieck ist die Differenz zweier Seiten kleiner als die dritte Seite und ¢) auf:
Dem grosseren Winkel eines Dreiecks liegt auch die grossere Seite gegeniiber. Der dritte
von diesen Siitzen scheidet sofort wieder aus, weil in unserem zu beweisenden Satze von einer
Grossenbeziehung zwischen Winkel und Strecken keine Rede ist. Von den beiden andern Sitzen
ist der erste der am nichsten liegende, weil auch in der Behauptung des neuen Satzes Strecken
addiert werden. Um aber den genannten Satz anwenden zu konnen, miissen die Strecken,
deren Grosse wir miteinander vergleichen wollen, ganz oder teilweise in einem Dreieck vor-
kommen. Wir miissen uns also Hilfslinien ziehen, und, da unser Prinzip ist, moglichst wenig
Hilfslinien herzustellen, so erreichen wir unseren Zweck wenigstens teilweise zunichst, wenn
wir AD iiber D hinaus bis F verlingern. Denn dann kommt A C und ein Teil von B C mit
A D zusammen in einem Dreieck, ndmlich in dem Dreieck A CF vor. Es ist dann
AC 4 CF 7 AF. Diese Form muss gewiihlt werden, damit A D auf der Seite auftritt, wo
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das Kleinere sich befindet. A F ist teils brauchbar, teils unbrauchbar, wird also in den
brauchbaren und unbrauchbaren Teil zerlegt. Wir erhalten: A C +CF7AD 4 DF.
Hier ist DF die wunbrauchbare Grosse. Die brauchbaren Grossen BD und BF (letztere als
Teil einer brauchbaren Grosse selbst brauchbar) fehlen noch im Beweise. Wir sehen nun, dass
DF, BD und BF die Seiten eines Dreiecks sind, wir konnen also sofort hinschreiben: D F +
BF 7 BD. Wiederum ist diese Form zu wiihlen, weil BD auf der Seite des Kleineren stehen
muss. Jetzt sind alle brauchbaren Grossen im Beweise vorhanden. s muss nun nach dem
Satze: ,Grosseres zu Grosserem addiert gibt Grosseres* AC 4+ CF 7 AD 4+ DF und
DF +BF7BD zu AC+ CF + DF + BF7AD + DF + BD vereinigt werden,
denn unsere Behauptung fordert eine Addition von A C und B C bez von AD und BD. Die
unbrauchbare Grosse D I fillt endlich weg nach dem Satze: Ungleiches um Gleiches ver-
mindert gibt Ungleiches in demselben Sinne.

4) Die Diagonalen eines Parallelogramms halbieren sich gegenseitig.

Die Behauptung AF = CF und BF — DF oder Strecke gleich Strecke fiibrt zu
den Kongruenzsitzen, denn wir wissen, die Kongruenzsiitze werden nicht nur benutzt, wenn
wieder die Kongruenz (oder Gleichheit, Aehnlichkeit) von ebenen Figuren bewiesen werden
soll, sondern besonders auch dann, wenn der Nachweis der Gleichheit von Strecken oder
Winkeln gefithrt werden soll. (S. Fig. IV.) Das kommt daher, dass aus der Kongruenz von
Dreiecken immer die Gleichheit von Winkeln oder von Winkeln und Seiten gefolgert werden
kann. Daher ist nach Beendigung des Beweises eines der Kongruenzsiitze nicht nur die Kon-
gruenz von Dreiecken nachgewiesen, sondern jedesmal gleichzeitig auch die Gleichheit von
Strecken oder Winkeln, nimlich die Gleichheit der homologen Stiicke. Man konnte in die
Behauptung eines Kongruenzsatzes auch mnoch das hinschreiben, was sich nachher aus dem
Beweise folgern lisst, so dass man sagen konnte, die eigentliche Behauptung und der Inhalt
der Folgerungen bilden die erweiterte Behauptung. (So schliessen auch andere
Sitze als die Kongruenzsiitze noch mehr in sich ein, als die Behauptung zuniichst anzeigt,.
Nur ein Satz sei in dieser Beziehung besonders erwilmt: Der Satz von dem Aussenwinkel
eines Dreiecks bringt auch die Tatsache, dass der Aussenwinkel eines Dreiecks griosser ist
als einer der beiden ihm gegeniiberliegenden Dreieckswinkel.)

Um unsern Satz zu beweisen, miissen wir uns nach kongruenten Dreiecken umsehen,
in welchen AF und CF und woméglich auch BF und DF als homologe Stiicke auftreten.
Dreiecke, welche unseren Anforderungen entsprechen, sind z. B. die Dreiecke ADF wnd B C F.
Der Beweis wird nun in der gebriiuchlichen Weise gefiilrt.

5) Der grosseren Seite eines Dreiecks liegt auch der grossere Winkel gegeniiber.

Die verallgemeinerte Behauptung lautet: Winkel ungleich Winkel. Hier steht uns
nur der Satz von dem Aussenwinkel eines Dreiecks zur Verfiigung. Da aber bei jedem Beweise
auch die Voraussetzung beriicksichtigt werden muss, und uns unser Satz nicht dem Inhalte,
aber der Form nach an den bewiesenen Satz: ,Gleichen Seiten eines Dreiecks liegen gleiche
Winkel gegeniiber®, erinnert, so sagen wir uns zundchst, es wirde . « = 2 p sein, wenmn
BC = AC wire. (S. Fig. V.) Wenn wir also statt A C die B ( gleiche Strecke C D hiitten,
so wiirden auch die gegeniiberliegenden Winkel, in diesem Falle .1 o und 2 p gleich sein.

—

Wir sehen nun, dass wir bei unserer oben angedeuteten Konstruktion einen Aussenwinkel zum

Winkel «, nimlich Winkel o erhalten haben. Es ist jetzt 1 o7 2 « Hier ist Winkel o
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unbrauchbar,  Winkel o ist aber gleich dem Winkel p, der als Teil einer brauchbaren Grisse
selbst brauchbar ist, also ist auch 2 p 7 2 o und damit erst recht A 57 _ a.

6) Die Halbierungslinie eines Winkels im Dreieck teilt die Gegenseite nach dem Ver-
hiltnis der anliegenden Seiten.

Die verallgemeinerte Behauptung fiihrt uns am einfachsten auf den Proportionalitiits-
satz. Es miissen dann die zu vergleichenden Strecken Teile der Schenkel eines Winkels
sein.  Wihrend nun AD und D B Teile des Schenkels A B des Winkels ¢ sind und A C als
Teil des andern Schenkels des Winkels o aufgefasst werden kann, ist C B in seiner urspriing-
lichen Lage nicht verwertbar. Wir miissen A (¢ iiber C hinaus um C B bis F verlingern und
statt CB CF benutzen. Wenn wir noch I mit B verbunden haben, wiirde unser Satz be-
wiesen sein, wenn wir nachweisen kinnten, dass D C parallel BF ist. Wir wissen aber,
Geraden sind parallel, wenn an ihnen die Gegenwinkel oder Wechselwinkel gleich sind oder
die entgegengesetzten Winkel zusammen 2 R betragen. Da wir aus der Voraussetzung wissen,
dass Winkel o gleich Winkel p, und aus der Konstruktion der Strecke (' F, dass Winkel q
gleich Winkel r als Basiswinkel, so kommen wir leichter mit Zuhilfenahme der Umkehrungen
der Nitze von den Gegen- und Wechselwinkeln zum Ziele als mit der Umkehrung des Satzes
von den entgegengesetzten Winkeln. Wir fragen also: Ist Winkel o = Winkel ¢? Der Be-
erift: Winkel gleich Winkel fiihrt, da die Winkel an verschiedenen Scheitelpunkten liegen
und die Sdtze von den Winkeln an Parallelen hier naturgemiiss auszuschliessen sind, auf den

Satz von dem Aussenwinkel eines Dreiecks. Es ist ~ A(CB = __ q --r. Da unsere Unter-
behauptung heisst 2 o = _. q, so ist von _1 A CB __ p unbrauchbar und ebenso _ r; wir
wissen aber L o= _lpund | ¢ = L r, also erhalten wir 2 0o = 2 _ q und damit
Ao=A4q.

Diese Beispiele mogen geniigen, um die zu Anfang ausgefiilirte Methode zu erliutern.
Es ergeben sich nicht immer die einfachsten Beweise, aber der Schiiler kann sich in vielen
Fillen den Beweis fast ohne Hilfe zurechtbauen.
K. Kiihn.

Diruck von J. G, Kisling in Osnabriick,






